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Pre´sentation ge´ne´rale
Depuis les anne´es 1970 on utilise des simulations nume´riques spectrales des e´quations d’Euler
et Navier-Stokes [1; 2] pour e´tudier la turbulence et la dynamique des singularite´s complexes.
Depuis cette e´poque, la puissance des ordinateurs a conside´rablement augmente´ : en 1972, Orszag
effectue des simulations en 323 sur des e´quations d’Euler et de Navier-Stokes [2; 3] ; en 1981 Siggia
donne les premiers indices de filaments de vorticite´ a` petite e´chelle en 3D [4] ; en 1983, pour la
premie`re fois, on observe du k−5/3 en 3D en 2563 (en de´clin sur le vortex de Taylor-Green) [5].
Le vortex de Taylor-Green [6] a souvent e´te´ utilise´ parce qu’il pre´sente un certain nombre de
syme´tries qui permettent un gain d’espace de stockage et de temps de calcul (voir annexe). Dans
les anne´es 90, les simulations montent a` 8643 sur le Taylor-Green [7], et comme elles permettent
de mesurer en turbulence toutes les quantite´s souhaite´es [8; 9] elles orientent certaines mesures
expe´riementales [10] ; en 93, les simulations les plus pousse´es sont du 5123 sans syme´tries sur des
machines massivement paralle`lise´es [11; 12]. Enfin en 2003 (pour re´fe´rences [13]), tandis que la
machine ASC Q de Los Alamos permet d’atteindre des simulations en 20483 sans syme´tries [14],
au Japon l’Earth simulator monte a` 40963 sans syme´tries [15]. Dans cette the`se, nous effectuerons
des simulations sur le vortex syme´trique de Taylor-Green en de´clin jusqu’en re´solution 20483,
en utilisant la machine NEC SX-5 de l’IDRIS (Institut du De´veloppement et des Ressources en
Informatique Scientifique).
Les me´thodes spectrales se preˆtent bien a` l’e´tude des singularite´s spatiales complexes car elles
permettent d’effectuer une approximation d’un e´coulement bien plus pre´cise que les me´thodes
de diffe´rences finies. L’approximation conside´re´e posse`de une limite de validite´, ce qui se traduit
dans la pratique par une limite en temps d’inte´gration de l’e´quation d’Euler. L’e´tude des sin-
gularite´s complexes de l’e´quation d’Euler est motive´e par le ce´le`bre proble`me de re´gularite´ des
solutions de l’e´quation Navier-Stokes qui reste e´galement un proble`me ouvert [16].
Le cas classique des singularite´s de l’e´quation de Burgers montre comment, dans ce cas, la
viscosite´ re´gularise les solutions singulie`res de l’e´quation inviscide. Le proble`me [16] peut aussi
eˆtre pose´ (peut-eˆtre de fac¸on plus fondamentale) en terme de recherche de singularite´s re´elles
dans l’e´quation d’Euler 3D. Rappelons qu’a` deux dimensions, l’e´quation d’Euler n’admet pas de
singularite´ re´elle a` temps fini [17]. Sur ce sujet, le re´sultat de base a` 3D a e´te´ obtenu en 1933
[18; 19], et montre que dans le cas de conditions initiales suffisamment re´gulie`re, la re´gularite´
des solutions n’est assure´e que jusqu’a` un temps fini.
Il existe alors deux types d’approche pour e´tudier ce proble`me : la premie`re repose sur le re´sultat
e´tabli par Beale, Kato et Majda [20] qui assure qu’une singularite´ a` temps fini fait diverger
l’inte´grale temporelle du maximum de la vorticite´, et donc la vorticite´ elle-meˆme. L’e´volution
temporelle du maximum de vorticite´ dans des e´coulements bien choisis est par conse´quent une
piste privile´gie´e pour prouver l’existence de chocs. Une autre approche consiste a` s’inte´resser a`
la taille de la bande d’analyticite´ du champ de vitesse dans le domaine complexe. La taille de
la bande d’analyticite´ repre´sente la distance δ entre l’axe re´el et la singularite´ complexe la plus
proche. A` 2D, la conservation de la vorticite´ assure que δ n’atteint e´ventuellement 0 qu’au bout
d’un temps infini [17]. A` 3D, la vorticite´ n’est plus conserve´e, mais on a pu prouver que δ varie
continuˆment avec le temps [21; 22; 23; 24]. L’e´tude de la taille de la bande d’analyticite´ permet
donc de repe´rer le pre´curseur d’une e´ventuelle singularite´ re´elle a` temps fini qui correspond au
rapprochement [25] de l’axe re´el d’une singularite´ complexe du champ de vitesse. C’est cette
seconde approche que nous conside´rerons dans cette the`se.
D’autre part, depuis 1952 [26] et peut-eˆtre meˆme depuis 1939 [27], on sait que les syste`mes
nume´riques des e´quations d’Euler tronque´es spectralement (pre´sente´es en annexe) peuvent eˆtre
conside´re´s comme des syste`mes dynamiques a` part entie`re : ces syste`mes tendent vers des
e´quilibres thermodynamiques connus sous le nom d’”e´quilibres absolus” [28], et ont e´te´ e´tudie´s
par Orszag en re´solution 323 [3].
L’approche singularite´ (validite´ de l’approximation d’une EDP continue sous condition de re´so-
lution) et l’approche e´quilibre thermodynamique (valable au sens d’une suite d’EDO) sont
conceptuellement disjointes. Ce qui est inte´ressant, c’est que les deux approches sont bien
connues, mais personne n’a jamais essaye´ a` notre connaissance d’e´tudier a` haute re´solution
le re´gime transitoire de relaxation vers ces e´quilibres.
La motivation pour observer cette relaxation est sans doute venue de l’e´tude de la turbulence
superfluide : en effet, l’observation de turbulence dans un fluide inviscide gra`ce a` l’apparition
d’un fluide normal qui exerce des frictions sur le superfluide pose des questions sur les conditions
minimales d’apparition de comportements de type turbulence a` la Kolmogorov [29; 30; 31]. Ces
conditions sont en effet mal de´finies [32] car les processus pre´cis d’injection et de dissipation ne
sont pas discute´s dans l’e´laboration de cette the´orie. L’e´quation de Navier-Stokes contient un
terme de dissipation visqueuse. Ce terme assure une reconnection des tubes de vorticite´ [32].
Mais il semble que ce terme ne soit pas indispensable : la loi des 5/3 a en effet e´te´ de´ja` observe´e
dans des simulations de turbulence superfluide [33; 34]. Par ailleurs, une reconnection ad hoc
permettrait d’observer la meˆme loi des 5/3 [35].
Nous avons donc entrepris d’envisager un cas minimal par construction : que se passe-t-il si
l’on se contente de simuler l’e´quation d’Euler tronque´e spectralement, c’est-a`-dire si l’on ne met
aucun terme particulier pour assurer la reconnection ?
Les simulations effectue´es dans cette the`se se de´composeront donc en deux parties : un
intervalle de temps durant lequel on approxime correctement l’EDP et qui permet d’observer
la dynamique des singularite´s complexes ; et au dela`, la dynamique n’a plus de sens en terme
d’e´coulement continu mais permet d’e´tudier la relaxation d’un syste`me dynamique discret et
fini vers un e´quilibre thermodynamique. A` l’image de ces simulations, cette the`se regroupe deux
types de re´sultats :
– un travail sur l’observation de la dynamique des singularite´s complexes, par l’e´tude de deux
e´coulements (conditions initiales de Taylor-Green et de Kida-Pelz [36]). L’e´coulement de
Kida-Pelz pre´sente des oscillations dans son spectre d’e´nergie qui sont interpre´tables en
terme d’interfe´rences entre deux singularite´s complexes.
– un travail sur un sujet tout a` fait nouveau : l’e´tude de la dynamique de relaxation des
e´quations d’Euler tronque´es spectralement. La dynamique est organise´e par une se´paration
d’e´chelle, les plus petites e´chelles se comportant dans l’espace spectral comme un micro-
monde fictif jouant un roˆle dissipatif sur les grandes e´chelles. Nous verrons en effet que ce
processus permet d’envisager un amortissement effectif sur les grandes e´chelles, autorisant
un comportement turbulent compatible avec K41.
Cette the`se se de´compose en 6 chapitres : le chapitre 1 sera consacre´ a` l’e´tude de la dynamique
des singularite´s complexes dans le cas de deux e´coulements (Taylor-Green et Kida-Pelz). Comme
signale´ plus haut, les spectres d’e´nergie de l’e´coulement de Kida-Pelz pre´sentent des oscillations
dont nous pre´sentons l’interpre´tation en terme d’interfe´rences entre deux singularite´s complexes,
ce qui nous ame`nera a` e´tendre le crite`re de´veloppe´ par Sulem, Sulem & Frisch [37] au cas de
deux singularite´s approchant l’axe re´el. Ce travail a fait l’objet d’une publication parue [38]
que l’on trouvera a` la fin de ce me´moire. Le chapitre 2 pre´sente l’e´volution des simulations
pre´ce´dentes au dela` du crite`re e´tabli dans le chapitre 1 : il s’agit de l’e´tude de la relaxation
des e´quations d’Euler tronque´es vers les e´quilibres absolus. Nous verrons que cette relaxation
est lente et organise´e avec l’apparition d’une se´paration spontane´e d’e´chelle : les petites e´chelles
pre´sentent un comportement d’e´quilibre local permettant l’observation de turbulence a` grande
e´chelle. Les deux aspects (singularite´ et relaxation) sont aborde´s simultane´ment pour le cas du
vortex de Taylor-Green dans l’article [39] que l’on trouvera joint a` la fin de ce me´moire.
Si les deux premiers chapitres e´tudient des syste`mes transitoires, les deux chapitres suivants
sont consacre´s a` l’e´tude d’e´quilibres statistiques. Dans le chapitre 3, nous introduisons le cadre
the´orique autorisant la description des syste`mes Hamiltoniens et quasi-Hamiltoniens finis a`
l’e´quilibre thermodynamique, afin de de´montrer une variante des the´ore`mes de Fluctuation-
Dissipation bien connus. L’existence de ce the´ore`me jouera un roˆle central dans l’interpre´tation
des re´sultats du chapitre 2. Le chapitre 4 propose une e´tude de syste`mes quasi-Hamiltoniens
a` l’e´quilibre. Nous effectuons des simulations Monte-Carlo afin de caracte´riser les fonctions
d’auto-corre´lations des modes de la vitesse : nous exhibons des lois d’e´chelle pour leurs temps
caracte´ristiques. Par ailleurs, le cadre ge´ne´ral du chapitre 3 permet d’envisager des calculs analy-
tiques que nous comparerons aux re´sultats des simulations. Les re´sultats sont d’abord pre´sente´s
pour l’e´quation de Burgers 1D, puis pour un code pe´riodique ge´ne´ral des e´quations d’Euler 3D
pour lequel les re´sultats sont un peu plus inattendus.
Enfin, nous proposerons de mettre les re´sultats obtenus par l’e´tude des e´quilibres en regard de
la relaxation lente des syste`mes e´tudie´s dans le chapitre 2, gra`ce a` la relation de Fluctuation-
Dissipation de´montre´e dans le chapitre 3. L’essentiel des re´sultats des chapitres 3, 4 et 5 ont
fait l’objet d’une lettre publie´e [40], jointe a` la fin de ce me´moire. Un autre article (incluant
l’ensemble des re´sultats de ces trois chapitres) est en cours de re´daction.
Les me´thodes nume´riques et une description de´taille´e des syste`mes d’e´quations conside´re´s sont
de´crites en annexe, dans le chapitre 6.
Chapitre 1
Dynamique des singularite´s complexes
de l’e´quation d’Euler
L’existence d’une singularite´ de vorticite´ infinie a` temps fini dans les e´coulements d’ Euler
3D incompressibles ayant des conditions initiales re´gulie`res reste un proble`me mathe´matique
ouvert [25].
Une approche possible de ce proble`me est la me´thode dite de bande d’ analyticite´ [37]. Le principe
de cette me´thode consiste a` chercher des singularite´s complexes par des simulations nume´riques
directes (DNS) des e´quations d’ Euler ayant assez de re´solution spatiale pour capturer les queues
exponentielles des transforme´es de Fourier. Le de´cre´ment logarithmique du spectre d’e´nergie aux
grands modes k vaut alors deux fois la largeur δ de la bande d’analyticite´ du champ de vitesse
et le proble`me d’explosion se re´duit a` ve´rifier si δ(t) s’annule en un temps fini.
Cette me´thode a de´ja` e´te´ applique´e aux e´coulements d’Euler 3D ge´ne´re´s par les conditions
initiales de Taylor-Green [6] (TG), avec des re´solutions 2563 [5] et 8643 [7]. Il y avait e´te´ observe´,
apre`s un court re´gime transitoire, que la largeur de la bande d’analyticite´ du champ de vitesse
de´croissait exponentiellement en temps. L’e´coulement de Kida-Pelz (KP) a e´te´ introduit par Kida
[36]. Il posse`de toutes les syme´tries du vortex de Taylor-Green et pre´sente e´galement quelques
syme´tries additionnelles qui le rende invariant par le groupe entier de syme´trie octae´drique [41].
Cet e´coulement a e´te´ utilise´ par Pelz [42; 43; 44; 45] pour e´tudier le proble`me d’explosion des
e´quations d’Euler par de´veloppement temporel en se´ries de Taylor. Il a e´galement e´te´ utilise´ par
Pelz [46] pour effectuer des DNS de turbulence visqueuse.
Il a e´te´ avance´ par Kerr [47] que l’ajout de syme´tries a` celles que pre´sente le vortex de
Taylor-Green e´tait ne´cessaire pour observer des singularite´s. Ainsi, l’e´coulement de Kida-Pelz
pourrait eˆtre un meilleur candidat pour les singularite´s a` temps fini que celui de Taylor-Green.
Le sujet principal est ici d’appliquer la me´thode de la bande d’analyticite´ aux e´coulements de
Taylor-Green et Kida-Pelz jusqu’a` des re´solutions de 20483. Il s’ave´rera ne´cessaire de ge´ne´raliser
les ajustements par moindre carre´ (utilise´s pour extraire δ(t) des spectres d’e´nergie) de fac¸on a`
prendre en compte les oscillations que l’on trouve dans les spectres d’e´nergie de Kida-Pelz.
Ce chapitre s’organisera comme suit : d’abord, nous reviendrons sur la description nume´rique
standard utilise´e pour inte´grer les e´quations d’Euler. Puis nous proposerons la ge´ne´ralisation de
l’ajustement et en montrerons les re´sultats.
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1.1 Approche nume´rique
Les e´quations d’Euler 3D incompressible (e´q. (1.1) et (1.2)) avec des conditions initiales 2pi-
pe´riodiques sont re´solues nume´riquement en utilisant des me´thodes pseudo-spectrales standard
[1] en re´solution N .
∂v
∂t +(v · ∇)v = −∇p , (1.1)
∇ ·v = 0 . (1.2)
Le pas de temps est effectue´ selon un sche´ma leapfrog diffe´rence finie du second ordre. Les
solutions sont desaliase´es (voir annexe) en supprimant a` chaque pas de temps les modes pour
lesquels au moins une des composantes du vecteur d’onde de´passe les deux tiers du nombre
d’onde maximum N/2 (ainsi une simulation en 20483 est tronque´e a` kmax = 682). Les syme´tries
sont aussi utilise´es de fac¸on standard pour re´duire l’espace me´moire ne´ce´ssaire et acce´le´rer les
calculs.
Deux types de simulations sont effectue´es, et correspondent a` diffe´rentes conditions initiales.
Le premier type concerne le vortex de Taylor-Green [6] qui est l’e´coulement incompressible 3D
se de´veloppant a` partir des conditions initiales suivantes, qui ne contiennent qu’un seul mode
initial non nul :
uTG = sin(x) cos(y) cos(z) , vTG = −uTG(y,−x, z) , wTG = 0 . (1.3)
Le second type de simulations concerne l’e´couelement de Kida-Pelz [36; 41; 45], qui se de´veloppe
a` partir des conditions initiales suivantes :
uKP = sin(x)(cos(3y) cos(z)− cos(y) cos(3z)) , vKP = uKP (y, z, x), wKP = uKP (z, x, y) . (1.4)
Des se´ries de simulations ont e´te´ effectue´es pour les deux e´coulements en variant la re´solution
N . De fac¸on a` suivre l’e´volution temporelle de ces e´coulements, on extrait de ces simulations le
spectre d’e´nergie. Il est de´fini en effectuant des moyennes de vˆ(k′, t) (la transforme´e de Fourier
spatiale de la solution de l’e´quation (1.1)) sur les coquilles sphe´riques de largeur ∆k = 1 dans
l’espace re´ciproque :
E(k, t) =
1
2
∑
k−∆k/2<|k′|<k+∆k/2
|vˆ(k′, t)|2 (1.5)
1.2 E´volution des spectres d’e´nergie
Quand le champ de vitesse est analytique, le spectre d’ e´nergie E(k, t) de´croˆıt exponentielle-
ment a` grand k (avec un pre´-facteur alge´brique). Le de´cre´ment logarithmique vaut deux fois la
largeur δ(t) de la bande d’analyticite´ de la solution prolonge´e en variables spatiales complexes.
L’ide´e de la me´thode de la bande d’analyticite´ [37] est de chercher dans l’e´volution temporelle
de δ(t) des preuves pour ou contre l’explosion des e´quations.
Pour extraire δ(t) des simulations nume´riques, on effectue un ajustement par moindres carre´s
du logarithme des spectres d’e´nergie sous la forme :
Log(E(k, t)) = C − nLog(k)− 2δk . (1.6)
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Figure 1.1 – Spectre d’e´nergie aux re´solutions 2563, 5123, 10243 et 20483 ; la coupure spectrale
est indique´e pour chaque re´solution par des pointille´s verticaux. Gauche : e´coulement TG a` t =
(1.3, 1.9, 2.5, 2.9, 3.4, 4.0). Droite : e´coulement KP a` t = (0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 1.1, 1.5) .
L’erreur sur l’intervalle k1 ≤ k ≤ k2 de l’ajustement est donne´e par :
χ2 =
∑
k1≤ki≤k2
(Log(E(ki, t))− (C − nLog(ki)− 2δki))2 (1.7)
On minimise l’erreur en re´solvant les e´quations ∂χ2/∂C = 0, ∂χ2/∂n = 0 et ∂χ2/∂δ = 0.
Remarquons que ces e´quations sont line´aires vis-a`-vis des parame`tres d’ajustement C, n, et δ.
On pre´sente sur la figure 1.1 des exemples des spectres d’e´nergie qui sont ajuste´s pour les
e´coulements de Kida-Pelz et de Taylor-Green. Il apparaˆıt clairement sur la figure qu’a` certains
moments les spectres d’e´nergie du Taylor-Green pre´sentent des oscillations spectrales pair-impair
au voisinage de la coupure qui de´pendent de la re´solution.
Ce comportement est produit par l’erreur d’arrondi d’ordre ∼ 10−15. Pour une pre´cision et une
re´solution fixe´es, le temps maximal jusqu’ auquel la simulation est valable devrait eˆtre le premier
instant auquel la valeur du spectre d’e´nergie pour le plus grand mode devient comparable au
carre´ de l’erreur d’arrondi. Toutefois, ces erreurs d’arrondi n’affecte que les plus grands modes
des spectres d’e´nergie du Taylor-Green. Elles sont e´limine´es en effectuant les moyennes de ces
spectres sur les coquilles de largeur ∆k = 2, avant de proce´der aux ajustements [5].
On remarque par ailleurs que des oscillations de plus grande pe´riode sont visibles sur les spectres
d’e´nergie du Kida-Pelz, mais qu’aucun effet de de´pendance a` la re´solution n’est observe´.
La mesure de δ(t) est valable aussi longtemps qu’elle reste plus grande que quelques fois la
taille de la maille e´le´mentaire, condition requise pour que les plus petites e´chelles soient re´solues
correctement et que la convergence spectrale soit assure´e. Ainsi, seuls les ajustements donnant
une valeur de δ telle que δkmax > 2 seront pris en compte.
La figure 1.2 montre les valeurs de δ and n pour les deux e´coulements. Il est clair qu’apre`s
une courte pe´riode transitoire, δ(t) dans l’e´coulement de Taylor-Green de´croˆıt comme :
δ(t) = δTG0 e
−t/TTG (1.8)
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Figure 1.2 – E´volution temporelle du de´crement δ et du pre´facteur n pour les e´coulements TG (a`
gauche) et KP (a` droite) aux diffe´rentes re´solutions (voir e´q. 1.6). Les ajustements sont effectue´s dans
les intervalles k = 5 a` min(k∗, N/3), ou` k∗ = minE(k)<10−32(k) marque le de´but du bruit d’arrondi aux
temps courts.
avec un temps caracte´ristique TTG = 0.56 et une valeur initiale δTG0 = 2.70, jusqu’au temps
t = 3.7 en re´solution 20483 quand il devient comparable a` deux fois la plus petite e´chelle re´solue
de l’e´coulement.
Au contraire, on voit sur la partie droite de la figure 1.2 que les comportements de δ et n
sont erratiques dans l’e´coulement de Kida-Pelz, et que leurs valeurs ne sont pas stables quand on
change la re´solution. Cela se produit alors que les spectres d’e´nergie de la plus haute re´solution se
confondent pour les petits modes avec les spectres des autres re´solutions (voir figure 1.1). Ce type
de comportement n’est possible que lorsqu’il existe une erreur syste´matique dans la proce´dure
d’ajustement. Il est donc plausible que cette erreur provienne des oscillations de grande pe´riode
faiblement visible sur les spectres du Kida-Pelz pre´sente´s sur la figure 1.1.
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Pour prendre ces oscillations en compte, on ge´ne´ralise la forme fonctionnelle de (1.6) a` :
Log(E(k, t)) = C − nLog(k)− 2δk + a cos (2pi k
kp
) . (1.9)
Les e´quations de l’ajustement par moindres carre´s qui permettent de de´terminer les valeurs des
parame`tres C, n, δ et a sont line´aires, mais celle qui de´termine kp est non-line´aire. En pratique,
on de´termine C, n, δ et a pour une valeur donne´e de kp et on prend le minimum de la somme
des carre´s des erreurs comme une fonction de kp que l’on minimise nume´riquement.
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Figure 1.3 – Gauche : ajustement des oscillations spectrales pour l’e´coulement KP (t = 0.8, re´solution
20483). Points : le reste  = Log(E(k, t))−(C−nLog(k)−2δk) ; trait plein : terme d’amplitude a cos (2pi kkp )
(voir Eq. (1.9)). Droite : e´volution temporelle du de´cre´ment non corrige´ δ (Eq. 1.6 : croix +), du
de´cre´ment corrige´ (e´q. (1.9), cercles o) et son ajustement exponentiel entre t = 0.1 et t = 1.25 (trait
plein).
On notera que l’hypothe`se d’interfe´rences entre deux singularite´s complexes ayant la meˆme
valeur de δ mais des positions spatiales e´loigne´es de 2δi, et un facteur de contraste a me`ne a` une
contribution au spectre d’e´nergie de la forme :
E(k) ∼ e−2δk(1 + a cos 2δik) . (1.10)
En de´veloppant le log de cette expression au premier ordre en a, on trouve le terme supple´mentaire
de l’e´quation (1.9), avec kp = pi/δi.
La pre´sence d’un facteur de contraste peut eˆtre comprise comme en optique en conside´rant
que les singularite´s ne sont pas des objets ponctuels, mais e´tendus. Il existe en effet de se´rieuses
preuves nume´riques [25] que les singularite´s complexes des e´quations d’Euler 2D sont situe´s sur
des feuillets 1D re´guliers. Remarquons que dans le cas des e´quations de Burgers 1-D ou` la nature
des singularite´s complexes (des poˆles isole´s) est bien comprise, il existe une autre fac¸on que les
proce´dures d’ajustement pre´sente´es ici pour capturer l’information sur δ a` partir des spectres
d’e´nergie oscillants [48]. Cependant, dans le cas de Burgers, la facteur de contraste a est toujours
de grande amplitude.
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Figure 1.4 – E´volution temporelle du de´cre´ment corrige´ δ, du pre´facteur corrige´ n, de l’amplitude des
oscillations a et du parame`tre de se´paration δi = pi/kp pour l’e´coulement KP aux diffe´rentes re´solutions
N (voir e´q. 1.9). Les ajustements sont effectue´s dans les intervalles k = 5 a` min(k∗, N/3), ou` k∗ =
minE(k)<10−32(k) marque le de´but du bruit d’arrondi aux temps courts.
La partie re´siduelle des donne´es, et son ajustement, sont repre´sente´es ensemble sur la figure
1.3. Il est assez clair en regardant la figure que la qualite´ de cet ajustement est correcte.
On voit bien sur la figure 1.4 que le comportement erratique que δ et n manifestent sur la figure
1.2 a e´te´ corrige´ par l’ajustement e´tendu (1.9). L’effet le plus frappant est probablement celui
observe´ sur n : les maxima de n qui de´pendent de la re´solution (voir figure 1.2) ne sont plus
pre´sents sur la figure 1.4. Le comportement correspondant de δ a aussi e´te´ re´gularise´.
Le parame`tre d’ajustement de la se´paration des singularite´s δi = pi/kp et l’amplitude a sont aussi
pre´sente´es sur la figure 1.4. δi de´croˆıt exponentiellement en temps (avec δi(t) = 0.30 e−t/0.271
jusqu’ au temps t = 1.25 en re´solution 20483).
Les amplitudes pre´sentent des maxima de´pendant de la re´solution, et ils se produisent au
meˆme instant que les maxima observe´s sur n, avant correction (voir figure 1.2). Il est facile de
constater que ces maxima se produisent lorsque kp = pi/δi ∼ kmax (figure 1.4).
On peut comprendre cela aise´ment comme suit : lorsque kp << kmax, les oscillations sont
moyenne´es dans l’ajustement non corrige´ (1.6) et les deux ajustements propose´s donnent les
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meˆmes valeurs de n et δ. Dans l’autre cas kp >> kmax, aucune oscillation ne peut eˆtre de´tecte´e
sur les donne´es disponibles. Dans le re´gime interme´diaire, quand kp s’approche de kmax, la
courbure du spectre d’e´nergie cause´e par l’oscillation est prise en compte par l’ajustement non
corrige´ comme une variation de n dans (1.6). Le fit corrige´ (1.9) permet quant a` lui de mieux
se´parer dans ce re´gime l’oscillation de la courbure due a` n.
En utilisant les donne´es sur δ obtenue par l’ajustement corrige´ (voir figure 1.3), on obtient
que δ(t) de´croˆıt selon :
δ(t) = δKP0 e
−t/TKP (1.11)
avec un temps caracte´ristique TKP = 0.24 et une valeur initiale δKP0 = 1.02, jusqu’au temps
t = 1.25 en re´solution 20483, moment ou` l’ajustement corrige´ commence a` eˆtre affecte´.
En inspectant la figure 1.4, on voit que l’amplitude a de l’ajustement au voisinage de son
maximum est de l’ordre de l’unite´, ce qui n’est plus cohe´rent avec l’approximation effectue´e (i.e.
a << 1 dans le de´veloppement du log de (1.10)) pour trouver (1.9). Cela sugge`re que l’ajustement
utilisant directement le logarithme de (1.10) pourrait donner de meilleurs re´sultats. De fac¸on
a` approfondir cette question, nous avons e´galement effectue´ ces ajustements logarithmiques.
Cela requiert de chercher le minimum d’une fonction de deux variables (voir la discussion sous
l’e´quation Eq. (1.9)).
Les re´sultats sont pre´sente´s sur la figure Fig. 1.5. Il est clair que la qualite´ de l’ajustement,
mesure´e par l’erreur quadratique χ2, et normalise´e par le nombre de points ajuste´s, est vrai-
ment ame´liore´e quand on prend en compte les oscillations. Cependant, il n’y a pas vraiment
d’ame´lioration en remplac¸ant l’ajustement de l’e´quation (1.9) a` 1 parame`tre non-line´aire par
celui qui en comporte 2 (e´q. (1.10)). Les comportements de δ et n ne sont pas sensiblement
modifie´s mais on notera que l’amplitude a diminue quand on se sert du logarithme de (1.10).
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Figure 1.5 – Gauche : erreur quadratique χ2, normalise´e par le nombre de points ajuste´s, correspon-
dant aux 3 formes d’ajustement envisage´es en re´solution 20483. Droite : comparaison des amplitudes a.
Carre´s, e´q.(1.6) ; croix, e´q.(1.9) ; cercles, e´q.(1.10).
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1.4 Discussions
En re´sume´, les singularite´s complexes dans les DNS (jusqu’ aux re´solutions 20483) des
e´coulements Taylor-Green et Kida-Pelz ont e´te´ e´tudie´es par la me´thode de la bande d’analyti-
cite´. La proce´dure d’ajustement du spectre d’e´nergie a e´te´ ge´ne´ralise´e pour prendre en compte
les oscillations cause´es par les interfe´rences de singularite´s complexes. On a observe´ pour les
deux types d’e´coulement une de´croissance exponentielle en temps de δ.
Le de´veloppement temporel en se´rie de Taylor estime que le temps t∗P de singularite´ de Pelz
(donne´ par Pelz [42; 43; 44; 45]) est t∗P ∼ 2.
Nous pouvons de´sormais estimer, en utilisant les donne´es produites par les DNS jusqu’en re´solution
20483, la re´solution ne´cessaire pour atteindre t∗P , en supposant que le re´gime de de´croissance
exponentielle (1.11) se poursuit. La condition δkmax = 2 peut s’e´crire :
δkmax = N/3δKP0 e
−t∗P /TKP = 2
et sa solution est N = 6e2/TKP /δKP0 = 24472. Remarquons que la meˆme condition δikmax = 2
doit eˆtre applique´e a` la partie imaginaire des singularite´s, ce qui conduit a` une condition plus
contraigante : N = 32074.
Ainsi, des DNS effectue´es avec des re´solutions dans l’intervalle 163843-327683 devraient pouvoir
prouver l’existence de la singularite´ de Pelz a` t∗P ∼ 2. En supposant une singularite´ re´elle a`
cet instant, on devrait pouvoir mesurer nume´riquement une de´croissance de δ(t) plus rapide
qu’exponentielle.
Des e´coulements pe´riodique-ge´ne´ral ont e´te´ simule´s jusqu’en re´solution 40963 sur l’Earth
Simulator [15]. Une mise en oeuvre efficace des syme´tries du Taylor-Green et du Kida-Pelz
re´duit l’espace de stockage me´moire et permet d’acce´le´rer les calculs, permettant un gain en
re´solution d’un facteur 4 dans chaque direction d’espace [5]. Ainsi, les simulations du Kida-Pelz
en re´solution 163843 peuvent eˆtre atteintes par l’Earth Simulator.
Chapitre 2
Se´paration spontane´e d’e´chelles et
Turbulence
Nous allons e´tudier ici la dynamique de relaxation vers l’e´quilibre d’un e´coulement incom-
pressible 3D re´gi par les e´quations d’Euler tronque´es spectralement. Nous allons caracte´riser
cette dynamique et mettre en e´vidence un comportement compatible avec une turbulence a` la
Kolmogorov, typique d’e´coulements turbulents. Ce re´sultat est surprenant dans la mesure ou` les
e´coulements conside´re´s dans cette the`se conservent parfaitement l’e´nergie.
Les e´quations simule´es par le code sont les e´quations d’Euler, utilisant une me´thode pseudo-
spectrale avec une troncature Galerkin qui conserve l’e´nergie (voir me´thode nume´rique). Cepen-
dant la discre´tisation temporelle cre´e´e des erreurs controˆle´es par le pas de temps d’inte´gration
choisie. Nous montrons en annexe qu’un pas de temps leap-frog pe´riodiquement recalcule´ par un
pas Runge-Kutta d’ordre 4 suffit a` assurer une pre´cision globale supe´rieure au pour-cent. Ces
simulations nume´riques e´tablissent une approximation d’une EDP qui reste valable tant que les
e´chelles caracte´ristiques sont plus grande que l’e´chelle de coupure. Au dela`, le syste`me sent les
effets de la troncature.
Jusqu’ici, ces syste`mes ont e´te´ e´tudie´s dans la limite de validite´ de l’approximation pour
observer des indices de singularite´s re´elles a` temps fini dans les e´quations d’Euler (comme nous
l’avons fait dans le chapitre 1 de ce me´moire). Dans cette partie de la the`se, nous allons nous
inte´resser a` un autre re´gime : on sort donc du cadre de description de l’EDP classique. Aussi
peut-il sembler abusif de parler d’e´coulement. Cependant les re´sultats pre´sente´s dans ce chapitre
prennent un sens en terme de syste`me dynamique fini. Nous de´taillerons dans le chapitre suivant
le formalisme adapte´ a` la description de tels syste`mes.
Nous allons dans un premier temps montrer que l’effet de la troncature sur l’e´coulement
est de conduire a` une dynamique de se´paration spontane´e d’e´chelles avec apparition d’un ”bain
thermique”, et que cette dynamique de´pend de l’e´chelle de la troncature : concre`tement, cela se
traduit par l’apparition d’une zone de spectre croissante comme k2 dont l’extension augmente
avec le temps, ce qui n’a jamais e´te´ observe´ auparavant a` notre connaissance. Nous montrerons de
plus que ce bain thermique joue un roˆle dissipatif sur les grandes e´chelles qui permet d’observer
un comportement a` la Kolmogorov.
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2.1 E´volution temporelle des spectres d’e´nergie
2.1.1 Apparition d’une zone thermalise´e en k2
Nous avons inte´gre´ les e´quations d’Euler (e´q. (2.1) et (2.2)) pour les conditions initiales de
Taylor-Green :
∂tu+ (u · ∇)u = −∇p+ ν∆u , (2.1)
∇ · u = 0 . (2.2)
Les conditions initiales de Taylor-Green (voir annexe ”Me´thodes nume´riques”) correspondent a`
un champ de vitesse initial u(t=0) = vTG, ou` vTG est de´fini par l’e´quation (1.3). Ce syste`me
conserve exactement l’e´nergie cine´tique
∑
k≤kmax E(k, t), ou` le spectre d’e´nergie E(k, t) est de´fini
par la moyenne des modes uˆ(k′, t) du champ de vitesse u(x, t) =
∑
uˆ(k, t)eik·x sur les coquilles
sphe´riques de largeur ∆k = 1,
E(k, t) =
1
2
∑
k−∆k/2<|k′|<k+∆k/2
|uˆ(k′, t)|2 . (2.3)
Les simulations sont exe´cute´es par me´thode pseudo-spectrale (voir annexe) au dela` de la li-
mite d’inte´gration temporelle impose´e pour re´soudre les plus petites e´chelles caracte´ristiques
de l’e´coulement (voir chapitre 1). Au dela` de cette limite, l’approximation de l’EDP n’est plus
valable car les effets de la troncature spectrale se font sentir. Nous e´tudions donc ici les solutions
ge´ne´rales d’un syste`me fini d’e´quations diffe´rentielles ordinaires pour les variables complexes
uˆ(k) (k est un vecteur 3 D d’entiers relatifs (k1, k2, k3) ve´rifiant supα |kα| ≤ kmax) :
∂tuˆα(k, t) = − i2Pαβγ(k)
∑
p
uˆβ(p, t)uˆγ(k− p, t) , (2.4)
ou` Pαβγ = kβPαγ + kγPαβ avec Pαβ = δαβ − kαkβ/k2 , (2.5)
et la convolution dans (2.4) est tronque´e a` supα |kα| ≤ kmax, supα |pα| ≤ kmax et supα |kα−pα| ≤
kmax.
La figure 2.1 pre´sente d’e´volution temporelle du spectre d’e´nergie. On voit clairement se
distinguer deux zones dans chaque spectre : une zone de´croissante aux faibles nombres d’onde qui
semble poursuivre re´gulie`rement l’inte´gration temporelle de l’e´coulement, et une zone croissante
aux grands nombres d’onde.
Les courbes e´tant repre´sente´es en e´chelles log/log, on observe au dela` d’un temps t = 5 que les
spectres semblent se comporter en loi de puissance a` grands nombres d’onde. Un ajustement
polynomial permet rapidement de conclure que les spectres se comporte en k2.
Les spectres en k2 sont bien connus (depuis [2]) et sont interpre´te´s en terme d’e´quilibre statis-
tique : le spectre d’e´nergie est obtenu par sommation sur les coquilles (e´q. (2.3)), ce qui donne
bien une telle loi de puissance lorsque l’e´nergie est statistiquement re´partie de fac¸on e´gale entre
les modes. Ces e´quilibres sont appele´s e´quilibres absolus, et nous reviendrons sur leur de´finition
de´taille´e dans le chapitre suivant.
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Figure 2.1 – E´volution temporelle du spectre d’e´nergie du Taylor-Green en re´solution 16003 pour les
temps t = (6.5, 8, 10, 14).
Cependant, dans le cas pre´sent, on est encore loin d’eˆtre a` l’e´quilibre : il est tout a` fait nouveau
et e´tonnant d’observer un tel comportement lors d’un re´gime transitoire. En effet, la relaxation
du syste`me vers son e´quilibre absolu passe par des e´tats transitoires de thermalisation partielle
organise´e par une se´paration spontane´e d’e´chelle.
On peut ve´rifier que l’e´quation de Burgers 1D ∂u∂t +u
∂u
∂x = 0 relaxe e´galement vers un e´quilibre
absolu. Il est bien connu que cette e´quation peut pre´senter des singularite´s re´elles a` temps fini,
par exemple pour l’inte´gration nume´rique avec des conditions initiales pe´riodiques u0 = sin(2x).
L’e´volution temporelle pre´sente trois phases comme l’illustre la figure 2.2 ou` sont repre´sente´s le
champ de vitesse et le spectre d’e´nergie aux temps t = 0.82, 1.3 et 5.
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Figure 2.2 – En haut : champs de vitesse V(x) aux temps t = 0.82, 1.3, 5 (de gauche a` droite) pour
l’e´quation de Burgers 1D. En bas : spectre d’e´nergie E(k) aux meˆmes temps.
La premie`re phase est l’e´volution re´gulie`re du champ de vitesse vers une singularite´. Dans la
deuxie`me phase, apre`s le choc, on peut voir le processus d’amortissement s’amorcer sur le champs
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de vitesse, et le spectre d’e´nergie indique que cette thermalisation s’effectue par les plus grands
modes k. Enfin a` l’issue de la troisie`me phase, repre´sente´e sur la partie droite de la figure 2.2,
on aboutit a` un syste`me entie`rement thermalise´ dont le spectre plat et bruite´ est caracte´ristique
des e´quilibres absolus a` une dimension : l’e´nergie est re´partie e´galement entre les modes, ce qui
conduit a` 1D a` un spectre plat. On est a` l’e´quilibre thermique.
Concluons que les e´coulements e´voluent donc spontane´ment vers un e´quilibre thermique,
et la thermalisation se produit par les grands modes : la phase transitoire est caracte´rise´e par
l’apparition d’une zone croissante (en 3D) des spectres d’e´nergie cre´ant une se´paration spontane´e
d’e´chelle, que l’on peut interpre´ter comme une thermalisation partielle de ces e´coulements.
2.1.2 Influence de la troncature
Compte tenu du fait que la thermalisation de notre syste`me se produit par les grands nombres
d’onde et dans des intervalles temporels ou` l’effet de la troncature n’est plus ne´gligeable, on se
doit d’e´tudier l’influence de la re´solution.
On observe une e´volution temporelle similaire des spectres : on retouve un comportement
des spectres en k2 pour les grands modes. La figure 2.3 pre´sente les spectres d’e´nergie obtenus
au meˆme instant pour diffe´rentes re´solutions. On observe qu’aux petits nombres d’onde, les
spectres d’e´nergie coincident, mais jusqu’a` un certain point seulement : ils se dissocient au
voisinage de leur zone thermalise´e respective. On remarque que les zones thermalise´es sont
d’extension diffe´rente, caracte´rise´e par une e´nergie E(k, t) par coquille (e´q. (2.3)) de´croissante
de la re´solution.
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Figure 2.3 – Spectres d’e´nergie du Taylor-Green a` t = 8 pour diffe´rentes re´solutions. En vert (o) :
2563 ; en jaune (∆) : 5123 ; en bleu (x) : 10243 ; en rouge (+) : 16003.
Par ailleurs, la figure 2.1 montre que E(k, t) est une fonction croissante du temps dans la
partie thermalise´e des spectres d’e´nergie. L’e´nergie totale de l’e´coulement e´tant conserve´e, il n’est
pas surprenant que d’autres coquilles de l’e´coulement voient leur e´nergie diminuer au cours du
temps. Cependant, il est inte´ressant de constater que chacune des coquilles de la partie ”non
thermalise´e” des spectres d’e´nergie semble perdre de l’e´nergie au cours du temps.
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Ainsi, durant la pe´riode transitoire d’e´volution vers un e´quilibre thermique, on peut mettre
en e´vidence l’existence d’une se´paration spontane´e d’e´chelle. Le spectre d’e´nergie est a` tout
instant divise´ en deux parties : une partie de´croissante dont l’e´nergie semble diminuer au cours
du temps, et une partie croissante dont l’e´nergie semble augmenter au cours du temps. Dans la
suite, nous allons plus avant dans la caracte´risation de ces e´coulements afin d’e´tudier l’interaction
entre les deux zones de ces spectres d’e´nergie.
2.2 Dissipation d’e´nergie par thermalisation
2.2.1 Caracte´risation du bain thermique
Les spectres d’e´nergie des figures 2.1 et 2.3 pre´sentent tous un minimum, marquant la
se´paration spontane´e d’e´chelle qui s’y produit. Des me´thodes plus ou moins e´labore´es peuvent
eˆtre envisage´es afin de caracte´riser cette e´chelle de se´paration. Nous avons choisi la plus natu-
relle, qui reste assez grossie`re : on appelera kth le mode correspondant au minimum de chaque
spectre.
La partie gauche de la figure 2.4 montre l’e´volution de Log(kth) au cours du temps pour les
diffe´rentes re´solutions. On constate que pour chaque re´solution kth diminue au cours du temps,
ce qui correspond a` une thermalisation progressive des e´coulements.
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Figure 2.4 – E´volution temporelle de la se´paration d’e´chelle kth (a` gauche), et de l’e´nergie thermique
Eth (a` droite) pour diffe´rentes re´solutions. En vert (o) : 2563 ; en jaune (∆) : 5123 ; en bleu (x) : 10243 ;
en rouge (+) : 16003.
L’existence de la se´paration d’e´chelle kth nous permet de de´finir un e´coulement principal
(mode infe´rieurs a` kth) et un ”bain thermique”. Le bain thermique est ainsi constitue´ des modes
supe´rieurs a` kth, jusqu’a` kmax. Son e´nergie Eth(t) est alors :
Eth(t) =
∑
kth<k<kmax
E(k, t) . (2.6)
On repre´sente sur la partie droite de la figure 2.4 l’e´volution temporelle de l’e´nergie thermique
pour chaque re´solution. On notera tout d’abord que l’e´nergie totale de chaque e´coulement est
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conserve´e et vaut 1/8 (voir figure 6.1 en Annexe). Alors on constate que l’e´nergie thermique
est croissante et atteind asymptotiquement la valeur 1/8, c’est-a`-dire que l’energie totale est
transfe´re´e au bain thermique. Il existe donc bien un me´canisme de transfert d’e´nergie depuis
l’e´coulement vers ce bain thermique. A` la limite, l’e´quilibre absolu est atteint. Par ailleurs, le
temps de relaxation vers cet e´quilibre augmente avec la re´solution, c’est a` dire avec le nombre
de modes pre´sents dans l’e´coulement.
D’autre part, nous pouvons chercher a` de´finir une ”tempe´rature” pour chaque bain ther-
mique. En supposant que le bain thermique est a` l’e´quilibre a` chaque instant, son spectre e´nergie
E(k, t) doit eˆtre proportionnelle a` k2T (voir chapitre 4 e´quation (4.23)). On peut ainsi de´finir
une tempe´rature, de´pendant du temps, en effectuant une moyenne sur l’ensemble des modes
constituant le bain thermique :
T (t) =
1
kmax − kth
∑
kth<k<kmax
E(k, t)
k2
. (2.7)
E´tant donne´ la fac¸on grossie`re dont on a choisi de de´finir l’e´chelle de se´paration kth, les premiers
modes du bain thermique ne sont peut-eˆtre pas tout a` fait thermalise´s. On de´cide donc de
mesurer la tempe´rature comme suit : on effectue un ajustement du spectre d’e´nergie du bain
thermique par un polynoˆme a + b k2 jusqu’a` la troncature spectrale, mais par pre´caution, cet
ajustement de´bute au dela` de kth (arbitrairement a` 1.5 kth) de fac¸on a` exclure les premiers modes
du bain thermique. La partie gauche de la figure 2.5 pre´sente le re´sultat d’un tel ajustement.
On constate que la tempe´rature varie re´gulie`rement au cours du temps, et de fac¸on strictement
monotone.
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Figure 2.5 – Gauche : e´volution temporelle de la tempe´rature T pour diffe´rentes re´solutions (2563,
5123, 10243, 16003). Droite : e´nergie du bain thermique Eth en fonction de la tempe´rature T en e´chelles
logarithmiques, pour les meˆmes re´solutions.
Avant t = 6, la partie gauche de la figure 2.4 montre que l’e´tendue spectral du bain est probable-
ment trop faible pour mesurer de fac¸on fiable une tempe´rature. A partir de t = 7 la croissance
semble ralentir significativement : la dynamique de relaxation devient lente. Par ailleurs, on re-
marquera que la tempe´rature tend asymptotiquement vers une constante diffe´rente pour chaque
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re´solution. Cela se comprend bien si on note que les diffe´rentes simulations sont effectue´es a`
e´nergie constante Etot = 0.125 en variant la re´solution. En effet, utilisant la proprie´te´ de crois-
sance parabolique de la zone thermalise´e du spectre, E(k, t) = T k2, on a :
Eth =
∫ kmax
kth
E(k, t) dk =
∫ kmax
kth
T k2 dk =
1
3
(k3max − k3th) T . (2.8)
La capacite´ calorifique vaut CT = 13(k
3
max− k3th). Quand t tend vers l’infini, kth est tre`s infe´rieur
a` kmax et CT tend vers k3max. Cela explique parfaitement l’e´cart des asymptotes en tempe´rature
observe´es. On retrouve cet e´cart asymptotique en repre´sentant log(Eth) en fonction du logarithme
de la tempe´rature log(T ) (partie droite de la figure 2.5).
En conclusion, la zone croissante des spectres d’e´nergie a` grands k se comporte comme un
bain thermique auquel on peut associer une tempe´rature qui varie lentement avec le temps.
2.2.2 Puissance dissipe´e et loi de Kolmogorov
L’existence d’un bain thermique dont l’e´nergie et la tempe´rature augmentent au cours du
temps permet d’envisager un taux de transfert de l’e´nergie depuis l’e´coulement principal vers
le bain thermique. Comme l’e´nergie du syste`me est conserve´e, ce transfert joue le roˆle d’une
dissipation ε pour l’e´coulement principal. La figure 2.4 montre que l’e´volution temporelle de
l’e´nergie thermique pre´sente un point d’inflexion. Cela sugge`re que la puissance ε rec¸ue par
le bain thermique pre´sente un maximum. La figure 2.6 pre´sente l’e´volution temporelle de la
dissipation ε(t) obtenue par de´rivation temporelle de l’e´nergie thermique Eth(t) :
ε =
d Eth(t)
dt
(2.9)
On peut ve´rifier sur la partie gauche de la figure 2.6 l’existence d’un maximum de dissi-
pation pour chaque re´solution e´tudie´e. Cependant, on remarque que ce maximum de´pend de
la re´solution : il se produit plus tard quand la re´solution augmente, et son amplitude diminue
avec la re´solution. Pour les re´solutions (2563, 5123, 10243, 16003), les valeurs ε au maximum de
dissipation (0.028, 0.024, 0.020, 0.019) sont de l’ordre de celles observe´es pour des simulations
des e´quations Navier-Stokes avec les meˆmes conditions initiales, et les temps auxquels ils se
produisent (7.7, 7.9, 8.1, 8.2) sont tout a` fait comparables a` ceux obtenus pour des e´chelles de
dissipation visqueuse adapte´es a` de telles re´solutions (voir re´fe´rence [5], figure 7 and re´fe´rence
[32], figure 5.12). Ce re´sultat est probablement l’un des principaux re´sultats quantitatifs de cette
partie de la the`se. De plus, le comportement quasi line´aire aux temps longs de ε−1/3 (figure 2.6)
est cohe´rent avec un comportement auto-similaire a` la Kolmogorov ε ∼ L20t−3.
Au voisinage du maximum de dissipation, la dissipation peut eˆtre conside´re´e comme sta-
tionnaire. On est alors proche des conditions requises par la the´orie K41 : les grandes e´chelles
de l’e´coulement transfe`rent de l’e´nergie vers les plus petites e´chelles, et le taux de transfert
est constant. On peut donc s’attendre a` observer au voisinage du maximum de dissipation une
loi d’e´chelle en k−5/3 a` la Kolmogorov. On effectue donc un ajustement a` deux parame`tres du
spectre d’e´nergie de la forme :
log(E(k, t)) = C− n log(k) . (2.10)
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Figure 2.6 – Gauche : e´volution temporelle de la puissance ε dissipe´e vers le bain thermique pour
diffe´rentes re´solutions. Droite : e´volution temporelle de ε−1/3 pour les meˆmes re´solutions. En vert (o) :
2563 ; en jaune (∆) : 5123 ; en bleu (x) : 10243 ; en rouge (+) : 16003.
L’ajustement est effectue´ sur les tout-premiers modes du spectre : on de´bute l’ajustement a`
k = 2 jusqu’a` k = (12, 14, 16, 20) pour les re´solutions (2563, 5123, 10243, 16003). Les valeurs du
coefficient n obtenus sont repre´sente´es sur la figure 2.7. Elles sont tout a` fait compatibles avec
la loi en k−5/3 au voisinage maximum de dissipation t ∼ 8.
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Figure 2.7 – Gauche : spectres d’e´nergie du Taylor-Green a` t = 8, et droites de pente k−5/3 et k2
(en pointille´s noirs). Droite : valeurs du coefficient n dans l’ajustement a` deux parametres (e´q. 2.10) des
spectres d’e´nergie. Les pointille´s indiquent les valeurs n = 5/3± 1/6. En vert (o) : 2563 ; en jaune (∆) :
5123 ; en bleu (x) : 10243 ; en rouge (+) : 16003.
On peut alors donner une estimation grossie`re du nombre d’onde kth obtenue en ne´gligeant
l’absorption interme´diaire. Cela consiste simplement a` supposer une loi d’e´chelle a` la Kolmogorov
E(k) ∼ ε2/3k−5/3 pour k < kth, et un e´quilibre absolu E(k) ∼ 3k2Eth/k3max pour k > kth.
L’intersection de ces deux parties du spectre donne alors une premie`re estimation km de kth
km ∼
(
ε
E
3/2
th
)2/11
k9/11max . (2.11)
Le rapport kth/km est pre´sente´ sur la figure 2.8 et semble raisonnablement constant.
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Figure 2.8 – E´volution temporelle du rapport kth/km aux diffe´rentes re´solutions.
En conclusion de ce chapitre, nous observons que les simulations de´veloppent spontane´ment
une se´paration d’e´chelle permettant de diviser l’e´coulement en deux parties : un e´coulement
principal et un bain thermique. On a montre´ que l’effet du bain thermique est de dissiper
l’e´nergie de l’e´coulement principal, permettant d’observer une loi d’e´chelle compatible avec la
the´orie K41 et un flux d’e´nergie assez proche de ce qui est observe´ en turbulence. A l’image
du fluide normal en turbulence superfluide, il semble donc que le bain thermique permette
d’assurer les me´canismes (reconnection des lignes de vorticite´) ne´cessaires a` l’observation de ces
proprie´te´s de turbulence. De ce point de vue, l’e´quation d’Euler tronque´e est un syste`me minimal
permettant d’observer un comportement de type turbulent [35].

Chapitre 3
Relaxation et relation de
Fluctuation-Dissipation
Ce chapitre a pour but de poser un cadre descriptif des phe´nome`nes e´voque´s dans le chapitre
pre´ce´dent : les e´quilibres absolus. Afin de rendre compte des effets de relaxation que nous avons
observe´s lors de la transition lente vers ces e´quilibres, nous voudrions e´tudier les fonctions de
re´ponse de syste`mes re´gis par une dynamique eule´rienne tronque´e spectralement. A` cet effet,
nous e´tablirons une relation de Fluctuation-Dissipation.
Les the´ore`mes de Fluctuation-Dissipation (FDT) e´tablissent en effet une relation entre les
fonctions de re´ponse d’un syste`me et ses fonctions de corre´lations. Cependant, les fonctions
de re´ponse individuelles (avant moyenne d’ensemble) divergent rapidement en temps pour des
syste`mes chaotiques, ce qui les rend difficile a` calculer directement. La relation de Fluctuation-
Dissipation que nous e´tablirons permettra de ramener la recherche de temps propres des fonc-
tions de re´ponse a` la caracte´risation des fonctions de corre´lation qui sont beaucoup plus faciles
a` obtenir nume´riquement. Une relation de Fluctuation-Dissipation a de´ja` e´te´ de´montre´e par
Kraichnan [49]. Toutefois, il nous a paru utile d’en exposer la de´monstration.
Nous pre´sentons dans ce chapitre le cadre the´orique ne´cessaire a` l’e´tude d’e´quilibres sta-
tistiques de syste`mes hamiltoniens. Puis nous montrerons que ce cadre s’adapte a` la descrip-
tion d’e´quilibres statistiques re´gis par des e´quations de me´canique des fluides dans le cas de
l’e´quation de Burgers unidimensionnelle, ainsi que dans le cadre des e´quations d’Euler tri-
dimensionnelles. Ainsi, nous pourrons pre´senter la de´monstration d’une relation ge´ne´rale de
Fluctuation-Dissipation dans des syste`mes hamiltoniens. A` titre d’exemple, nous conside´rerons
cette de´monstration dans le cas inte´grable d’un oscillateur non-line´aire. Enfin, nous e´tablirons
la relation de Fluctuation-Dissipation dans le cas des e´quilibres absolus.
3.1 E´quation et the´ore`me de Liouville
Nous commenc¸ons par rappeler certaines notions e´le´mentaires de me´canique statistique, puis
e´tablissons l’e´quation et le the´ore`me de Liouville [cf. [50]].
Soit un syste`me dynamique X˙i = Vi(X1, ..., X2N ) e´voluant dans l’espace des phases a` 2N di-
mensions. On peut le repre´senter ge´ome´triquement comme un point de coordonne´es (X1, ..., X2N )
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dans l’espace des phases dont la re´partition suit une probabilite´ de P (X1, ..., X2N , t) obe´issant a`
l’e´quation de Liouville, qui exprime la conservation de la probabilite´ dans l’espace des phases :
∂tP (X1, ..., X2N , t) +
2N∑
i=1
∂Xi(Vi(X1, ..., X2N )P (X1, ..., X2N , t)) = 0 . (3.1)
Remarquons que cette e´quation est habituellement utilise´e dans le cadre de la me´canique
hamiltonienne ou` l’on conside`re les positions qi et les impulsions pi qui obe´issent aux e´quations
de Hamilton : 
q˙i = ∂H∂pi
p˙i = −∂H∂qi
On peut aussi e´crire l’ensemble de ces coordonne´es a` l’aide d’un vecteur Q tel que sa trans-
pose´e Q∗ = (q1, p1, . . . , qi, pi, . . . , qN , pN ). On conside`rera par la suite les variables Q, Q0, Q˙,
Q˙0 comme Q ≡ Q(t), Q0 ≡ Q(t0), Q˙ ≡ dQdt et Q˙0 ≡ dQ0dt0 , ou` t0 est l’instant initial. Le gradient
par rapport aux coordonne´es de Q est note´ ∇. Les e´quations de Hamilton deviennent alors :
Q˙ = I
∂H
∂Q∗
= I(∇H) = V(Q) avec I =

0 1 0 . . . . . . 0
−1 0 ...
0
. . .
...
...
. . . 0
... 0 1
0 . . . . . . 0 −1 0

. (3.2)
De´montrons le the´ore`me de Liouville, indiquant que l’e´le´ment de volume de l’espace des phases
est conserve´ :
∇.V =
∑
i
∂Vi(Q)
∂Qi
=
2N∑
i=1
∂(I∇H)i
∂Qi
=
N∑
j=1
( ∂2H
∂Q2j∂Q2j−1
− ∂
2H
∂Q2j−1∂Q2j
)
= 0 , (3.3)
et l’e´quation de Liouville devient, compte tenu de l’e´quation (3.3)
∂tP = −
(
(∇.V)P +V.(∇P )
)
= − V.∇P = −I∇H.∇P .
3.2 E´quilibres absolus
Nous avons montre´ en annexe que les e´quations de Burgers sans viscosite´ peuvent s’e´crire
dans le domaine spectrale comme :
∂tuˆk = i
k
2
∑
l
uˆluˆk−l , (3.4)
ou` δ, le symbole de Kronecker est tel que
δ(k − l −m) = 1 si k = l +m ,
δ(k − l −m) = 0 sinon.
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Ici on posera qi = uˆi. Les composantes spectrales de la vitesse sont des nombres complexes
et repre´sentent chacunes deux degre´s de liberte´ [2]. Pour N fixe´ le syste`me des e´quations de
Burgers tronque´es revient a` un syste`me dynamique fini sur lequel il sera donc possible d’appliquer
l’e´quation de Liouville.
Par la suite, notons que l’e´criture indice´e suit les conventions d’Einstein. Dans ce cadre, on peut
e´crire les e´quations de Burgers sous la forme :
∂tqn = njkqjqk
njk = in2 δ(n− j − k)
(3.5)
Nous pouvons en montrer quelques proprie´te´s. L’e´quation 3.5 donne trivialement : njk = nkj .
De plus −njk + −jkn + −knj = i
(− nδ(−n− j − k)− jδ(−j − k − n)− kδ(−k − n− j))
= −i(nδ(n+ j + k) + jδ(j + k + n) + kδ(k + n+ j))
= −i(n+ j + k)δ(n+ j + k)
= 0 .
Enfin :
nnl =
∑
−N
3
≤n≤N
3
ı
n
2
δ(n− n− l) =
∑
−N
3
≤n≤N
3
ı
n
2
δ(−l) = 0 .
Finalement les njk respectent trois proprie´te´s remarquables :
njk = nkj ,
−njk + −jkn + −knj = 0 ,
nnk = 0 .
(3.6)
L’e´nergie de´finie par E = 12qnq
∗
n peut eˆtre e´crite comme E =
1
2qnq−n par proprie´te´ de la
transforme´e de Fourier du champ de vitesse (qui est re´el). On constate d’une part que l’e´nergie
est bien conserve´e, comme attendu puisque l’e´quation de Burgers ne comporte pas de terme
dissipatif :
∂E
∂t
=
1
2
∂
∂t
(
qnq−n
)
=
1
2
(
q˙nq−n + q˙−nqn
)
=
1
2
(
njkq−nqjqk + −njkqnqjqk
)
.
Or njkq−nqjqk = −njkqnqjqk puisque les n sont somme´s de −N3 a` N3 , finalement
∂E
∂t
= −njkqnqjqk .
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En de´rivant cette relation successivement par rapport a` ql, qmet qr, on obtient
∂3
∂ql∂qm∂qr
[
∂E
∂t
]
= −rml + −mrl + −mlr + −rlm + −lmr + −lrm
= 2(−mrl + −rlm + −lmr)
= 0 d’apre`s l’e´quation (3.6),
ce qui montre que les diffe´rents termes de −njkqnqjqk constituent une combinaison nulle, dont
on de´duit que ∂E∂t = 0 : l’e´nergie est conserve´e.
D’autre part, bien que notre syste`me n’ait pas une forme hamiltonienne, il ve´rifie le the´ore`me
de Liouville. En effet, d’apre`s l’e´quation (3.5), on a :
∇.V = ∂qn q˙n = ∂qnnjkqjqk = njnqk + nnkqj ,
qui peut eˆtre re´e´crite, d’apre`s l’e´quation (3.6),
∇.V = 2nnkqk = 0 .
Par conse´quent, l’e´quation de Liouville (3.1) s’e´crit dans ce cas :
∂tP + q˙n∂qn(P ) = 0 . (3.7)
Conside´rons alors la probabilite´ suivante :
Ps = N exp
[
− β/2 q−αqα
]
. (3.8)
On remarque que :
∂qn(Ps) = −2 β/2 q−n Ps ,
et comme la conservation d’e´nergie s’e´crit aussi q˙nq−n = 0, l’e´quation (3.7) devient :
∂tPs = −β q˙nq−n Ps = 0 .
On en de´duit que la probabilite´ Ps (e´q. 3.8) est stationnaire. Par de´finition [2], cette proba-
bilite´ gaussienne de´crit l’e´quilibre absolu. Nous avons vu qu’il est possible d’e´crire des e´quations
discre`tes e´quivalentes aux e´quations (3.5) pour Euler 3D (e´q. 2.4). On peut e´crire dans ce cas
(nous y reviendrons a` la fin de ce chapitre) une probabilite´ stationnaire du type (e´q.3.8) qui
de´finit un e´quilibre absolu.
A` l’e´quilibre, chaque composante spectrale de la vitesse repre´sente 2 degre´s de liberte´ qua-
dratiques (les composantes sont des nombres complexes), et chacun de ces degre´s de liberte´ a
une e´nergie moyenne de l’ordre de 1/2β. En sommant sur les coquilles (e´q. 2.3), on comprend
de´sormais que le spectre d’e´nergie sera constant a` 1D (comme on l’a vu sur la figure 2.2), line´aire
en k a` 2D, et parabolique (en k2) a` 3D.
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3.3 Fluctuation-Dissipation dans le cadre hamiltonien
Le but de notre e´tude e´tant de caracte´riser l’e´volution des e´quations d’Euler tronque´es vers
l’e´quilibre absolu, on s’inte´resse e´videmment aux fonctions de re´ponse du syste`me qui permettent
de mesurer l’effet d’une perturbation. Cependant, le syste`me e´tant chaotique, certaines per-
turbations peuvent croˆıtre exponentiellement en temps. Par conse´quent pour obtenir la fonc-
tion de re´ponse, on devrait effectuer la moyenne de re´ponses exponentiellement divergentes en
temps, ce qui exigerait d’effectuer des moyennes sur un nombre exponentiel de perturbations
inde´pendantes. Cela est assez difficile, nume´riquement. C’est pourquoi on cherche a` e´tablir un
the´ore`me de Fluctuation-Dissipation : il permet de relier la fonction de re´ponse aux fonctions de
corre´lation temporelle d’un syste`me. Les fonctions de corre´lation sont en pratique plus faciles a`
calculer nume´riquement.
3.3.1 De´monstration ge´ne´rale
Conside´rons pour cela un syste`me de´crit par le vecteur Q introduit pre´ce´demment. Dans un
soucis de clarte´ on va adimensionner les composantes de Q. On peut par exemple de´finir q0 et
p0 comme e´tant respectivement la moyenne des conditions initiales en position et impulsion. On
definit alors le vecteurX sans dimension : pour i quelconqueX2i+1 = Q2i+1 /q0, etX2i = Q2i /p0.
On de´finit ensuite les fonctions de corre´lation ∆ij(t) de Xi aux conditions initiales X0j , et les
fonctions de re´ponse Sij(t) de Xi aux variations de conditions initiales X0j moyenne´es sur la
probabilite´ stationnaire :
∆ij(t) =
∫ +∞
−∞
P (X0) Xi X0j d
2NX0 , Sij(t) =
∫ +∞
−∞
P (X0)
∂Xi
∂X0j
d2NX0 . (3.9)
Ici, ∆ij(t) est la moyenne a` l’instant t sur l’ensemble des conditions initiales des corre´lations de
la coordonne´e Xi a` la coordonne´e initiale X0j d’une trajectoire de l’espace des phases. La fonction
de re´ponse Sij(t) mesure a` l’instant t l’e´cart moyen sur un ensemble de conditions initiales pour
une coordonne´e Xi entre deux trajectoires se´pare´es initialement par une perturbation sur la
condition initiale X0j .
En effectuant une inte´gration par parties sur Sij(t) on obtient :
Sij(t) =
∫ +∞
−∞
∂
(
Xi P
)
∂X0j
d2NX0 −
∫ +∞
−∞
Xi
∂P
∂X0j
d2NX0 .
On e´crit la probabilite´ stationnaire : P (X0) = N e−βH ou` N est une constante de normalisation,
H le Hamiltonien du syste`me et β est le parame`tre de la probabilite´ stationnaire gaussienne.
On suppose que P tend plus vite vers ze´ro que X ne tend vers l’infini de fac¸on que Xi P tende
vers ze´ro en +∞ et −∞, ce qui assure que le premier terme du membre de droite converge
vers 0. C’est par exemple le cas pour un hamiltonien quadratique tel que celui d’oscillateurs
harmoniques (H = H0 X0 ·X0). On aura donc :
S(t) = −
∫ +∞
−∞
Xi
∂P
∂X0j
d2NX0 .
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On peut alors calculer la de´rive´e partielle de la probabilite´ stationnaire, en e´crivant les e´quations
de la dynamique hamiltonienne du syste`me sous leur forme adimensionne´e :
∂P
∂X0j
= −β ∂H
∂X0j
P (X0) et
∂H
∂X0j
= p0q0
(
I−1X˙0
)
j
.
Comme la matrice simplectique I est inversible et de carre´ I2 = −1, on a I−1 = − I. Donc
∂H
∂X0j
= −p0q0
(
IX˙0
)
j
= −p0q0
∑
k IjkX˙k
0
. On en de´duit :
Sij(t) = −β p0q0
∑
k
∫ +∞
−∞
P (X0) Xi IjkX˙k
0
d2NX0 . (3.10)
Par ailleurs, si on calcule la de´rive´e temporelle de la fonction de corre´lation :
∂∆ij
∂t
= ∆˙ij(t) =
∫ +∞
−∞
P (X0)X˙iX0j d
2NX0 .
Le syste`me suivant une probabilite´ stationnaire, la fonction ∆ij est invariante par translation en
temps. Remarquons que ∆ij(t, t0) n’est en re´alite´ fonction que de t− t0. Ainsi on peut e´crire :
∂∆ij
∂t
= −∂∆ij
∂t0
, (3.11)
et ∆˙ij(t) = −
∫ +∞
−∞
P (X0) XiX˙j
0
d2NX0 . (3.12)
On obtient enfin par comparaison de (3.12) avec l’e´quation (3.10), la relation line´aire suivante :
Sij = β p0q0
∑
k Ijk∆˙ik
qui constitue le the´ore`me de Fluctuation-Dissipation.
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3.3.2 Mode`le de l’oscillateur
Nous allons illustrer ce the´ore`me sur un mode`le inte´grable. Prenons le cas d’un oscillateur
harmonique. Pour simplifier les notations, on va traiter ce cas en notation complexe, en prenant
soin de normaliser les coordonne´es de la meˆme fac¸on que dans le cas ge´ne´ral. On note donc
z = q/q0+ ip/p0 avec p0 =
√
mω = 1/q0. Le hamiltonien associe´ s’e´crit alors H = ω|z|2/2. Nous
allons conside´rer l’influence d’une non-line´arite´ sous la forme d’une modification ge´ne´rique du
type : H = ω(1 + γ|z|2/2) |z|2/2.
Les e´quations de Hamilton peuvent s’e´crire :
∂H
∂z = −ip0q02 z˙∗ = ω2 (1 + γ|z|2)z∗
∂H
∂z∗ = i
p0q0
2 z˙ =
ω
2 (1 + γ|z|2)z
Les solutions de l’e´quation du mouvement sont simplement z(t) = z0e−iω(1+γ|z0|
2)t. On notera
que cette perturbation conserve l’e´nergie du syste`me (car d|z|2/dt = 0), mais la non-line´arite´
engendre la perte de l’isochronisme de l’oscillateur. On peut repre´senter graphiquement le mou-
vement des oscillateurs dans l’espace des phases comme des cercles concentriques dont le rayon
de´pend des conditions initiales. Ainsi, dans le cas de l’oscillateur harmonique l’ensemble des tra-
jectoires se de´place dans une sorte de rotation solide puisqu’elles ont toutes la meˆme vitesse an-
gulaire ω. Au contraire, dans le cas de l’oscillateur non-line´aire, la fre´quence ω(1+γ|z0|2) de´pend
de l’e´nergie initiale et induit une dispersion en phase des trajectoires. La figure 3.1 repre´sente la
trajectoire de deux oscillateurs d’e´nergie initiale diffe´rente pour chacun des syste`mes conside´re´s.
p/p
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q/q
0
t1
t2
t3
t1
t2
t3
p/p
0
q/q
0
Figure 3.1 – Trajectoires (cercles en pointille´) de deux oscillateurs harmoniques (a` gauche) et anhar-
moniques (a` droite) dans l’espace des phases normalise´. En trait gras est repre´sente´e la distance entre
deux oscillateurs aux instants t1 < t2 < t3 : la non-line´arite´ entraine la perte de l’isochronisme.
On peut e´crire l’e´quation de Liouville pour ce syste`me comme :
∂tP + ∂z(z˙P ) = 0
et ve´rifier que la probabilite´ P = e−βH associe´e est bien une probabilite´ stationnaire. Cette
probabilite´ repre´sente la distribution des conditions initiales de l’oscillateur. De´finissons mainte-
nant la fonction de corre´lation ∆zz∗0 (t) de z(t) a` la condition initiale z
∗
0 et la fonction de re´ponse
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Szz0(t) de z(t) a` la variation de la condition initiale z0. Les inte´grales sur des nombres complexes
doivent eˆtre comprises comme des inte´grations dans l’espace des phases, en notant que le produit
exte´rieur se re´e´crit dz ∧ dz∗0 = αdx0 ∧ dy0 :
∆zz∗0 (t) =
∫ ∫
R2
1
2
P (z0) z(t)z∗0 dz0 ∧ dz∗0 , Szz0(t) =
∫ ∫
R2
P (z0)
∂z(t)
∂z0
dz0 ∧ dz∗0
La fonction de re´ponse peut eˆtre re´e´crite en effectuant une inte´gration par partie, et on fait
apparaˆıtre la de´rive´e temporelle de la fonction de corre´lation :
Szz0(t) = −
∫ ∫
R2
∂P (z0)
∂z0
z(t) dz0 ∧ dz∗0
= −
∫ ∫
R2
(−βω
2
(1 + γ|z0|2)z∗0)P (z0) z(t) dz0 ∧ dz∗0
= i
βp0q0
2
∫ ∫
R2
P (z0) z∗0 ˙z(t) dz0 ∧ dz∗0
= i
βp0q0
2
∆˙zz∗0 (t) . (3.13)
On peut montrer e´galement que :
Sz∗z∗0 (t) = −i
βp0q0
2
∆˙z∗z0(t) ,
Szz∗0 (t) = i
βp0q0
2
∆˙zz0(t) ,
Sz∗z0(t) = −i
βp0q0
2
∆˙z∗z∗0 (t) . (3.14)
On peut ve´rifier que ces e´quations donnent le meˆme re´sultat que le calcul ge´ne´ral formule´
dans la section pre´ce´dente. A` cet effet, il faut e´crire les fonctions de re´ponse et de corre´lation
en fonction des variables re´elles x = q/q0 et y = p/p0, en notant que la probabilite´ stationnaire
conserve la meˆme forme et que le produit exte´rieur se re´e´crit dz ∧ dz∗0 = αdx0 ∧ dy0. Pour les
fonctions de corre´lations :
∆˙zz∗0 = α[(∆˙xx0 + ∆˙yy0) + i(∆˙yx0 − ∆˙xy0)] .
Compte tenu du fait que q et p sont en quadrature pour l’oscillateur, les fonctions de corre´lation
ve´rifient les e´galite´s : ∆˙xx0 = ∆˙yy0 et ∆˙yx0 = −∆˙xy0 . On en de´duit que :
∆˙zz∗0 = α[2∆˙xx0 + 2i∆˙yx0 ] ,
∆˙z∗z0 = α[2∆˙xx0 − 2i∆˙yx0 ] ,
∆˙zz0 = ∆˙z∗z∗0 = 0 .
Par ailleurs pour les fonctions de re´ponse :
Szz0 = α/2[(Sxx0 + Syy0) + i(Syx0 − Sxy0)] ,
Sz∗z0 = α/2[(Sxx0 − Syy0)− i(Syx0 + Sxy0)] ,
Szz∗0 = α/2[(Sxx0 − Syy0) + i(Syx0 + Sxy0)] ,
Sz∗z∗0 = α/2[(Sxx0 + Syy0)− i(Syx0 − Sxy0)] .
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Compte tenu de la nullite´ de certaines fonctions de re´ponse (Sz∗z0 et Szz∗0 car ∆˙zz0 = 0 = ∆˙z∗z∗0 )
on de´duit des e´quations pre´ce´dentes que Sxx0 = Syy0 et que Syx0 = −Sxy0 . D’ou` :
Szz0 = α[Sxx0 + iSyx0 ] = i
βp0q0
2
˙∆zz∗0 (t) = iα
βp0q0
2
[2∆˙xx0 + 2i∆˙yx0 ] .
Ce qui ame`ne la relation suivante :(
Sxx0 Sxy0
Syx0 Syy0
)
= β p0q0
(
−∆˙yx0 = ∆˙xy0 −∆˙xx0
∆˙xx0 = ∆˙yy0 −∆˙yx0
)
(3.15)
qui est bien identique a` la relation ge´ne´rale dans le cas d’un syste`me constitue´ d’une seule
particule : (
S11 S12
S21 S22
)
= β p0q0
(
∆˙12 −∆˙11
∆˙22 −∆˙21
)
. (3.16)
Observons finalement les fonctions de corre´lation ∆xy0 entre impulsion et position de ces
oscillateurs (figure 3.2). Dans le cas de l’oscillateur harmonique elle est simplement pe´riodique.
Dans le cas d’un oscillateur non-line´aire, on retrouve une fre´quence propre de l’oscillateur mais
on remarque que la fonction de corre´lation tend vers 0 aux temps longs : ceci est l’effet de la non-
line´arite´ sur la fre´quence des oscillateurs. La dispersion en phase engendre´e suffit a` de´corre´ler
les trajectoires aux temps longs.
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Figure 3.2 – Fonction de corre´lation ∆xy0 entre position et impulsion avec β = 8. 10−3, ω0 = 6pi, pour
l’oscillateur harmonique (en pointille´ bleu, γ = 0) et anharmonique (trait plein rouge, γ = 10−2).
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3.3.3 Cas des e´quilibres absolus
Nous allons de´montrer que l’on peut e´tablir une relation de Fluctuation-Dissipation dans
le cas des e´quations de Burgers et d’Euler tronque´es spectralement. A` cet effet, nous serons
amene´s a` se´parer les parties re´elles et imaginaires des variables complexes, ces dernie`res restant
des variables de choix pour l’expression condense´e des re´sultats analytiques.
Cas des e´quations de Burgers tronque´es
De la meˆme fac¸on que dans le cas de l’oscillateur, on va se´parer parties re´elle et imaginaire
des modes de Fourier du champ de vitesse qj = aj + i bj pour de´finir l’e´le´ment d’inte´gration
dµ =
∏kmax
j=1 dajdbj (compte tenu du fait que les modes de Fourier du champ de vitesse re´el
ve´rifient q∗j = q−j , soit a−j = aj et b−j = −bj). L’e´le´ment d’inte´gration sur les conditions
initiales du champ de vitesse est alors note´ dµ0. Dans le cadre des e´quilibres absolus, on peut
e´crire les fonctions de re´ponse et de corre´lation comme :
Sij(t) =
∫
P
∂qi
∂q0j
dµ0 , ∆ij(t) =
∫
Pqiq
0
j dµ
0 ,
ou` P = N exp [− βE] avec E = kmax∑
α=−kmax
qαq−α
2
=
kmax∑
α=1
a2α + b
2
α (3.17)
est une probabilite´ stationnaire. En proce´dant a` une inte´gration par parties sur Sij , on obtient :
Sij(t) = −
∫
qi
∂P
∂q0j
dµ0 = β
∫
qi q
0
−j Pdµ
0 .
On obtient finalement une relation Fluctuation-Dissipation de la forme :
Sij = β∆i−j . (3.18)
Cas des e´quations d’Euler tronque´es
Le cas des e´quations d’Euler tronque´es spectralement pre´sente une petite difficulte´ supple´-
mentaire parce que le champ de vitesse est de divergence nulle. En e´crivant les modes de Fourier
du champ de vitesse uˆν(k, t) = aˆν(k, t)+i bˆν(k, t), la nullite´ de la divergence du champ de vitesse
s’e´crit kν aˆν(k, t) = kν bˆν(k, t) = 0. On montre (dans la re´fe´rence [2], e´q. (5-16), p 327) qu’on
peut alors introduire deux vecteurs unitaires orthogonaux n1(k), n2(k) de´finissant un plan de
normale k sur lequel on projette aˆ(k, t) et bˆ(k, t), pour r = 1, 2 : ar(k, t) = nr(k) · aˆ(k, t) et
br(k, t) = nr(k) · bˆ(k, t). Le choix des vecteurs peut correspondre aux coordonne´es sphe´riques.
D’autre part, le champ de vitesse e´tant re´el, aˆ(k, t) = aˆ(−k, t) et bˆ(k, t) = −bˆ(−k, t). L’ensemble
Ikmax = {k | supα |kα| ≤ kmax et
(
kx ≥ 0 ou (kx = 0, ky ≥ 0) ou (kx = ky = 0, kz ≥ 0)
)} permet
de construire un ensemble de composantes inde´pendantes {ar(k, t), br(k, t) | k ∈ Ikmax , r = 1, 2}.
L’e´le´ment de volume de l’espace des phases s’e´crit :
dµ =
∏
k∈Ikmax
2∏
r=1
dar(k, t)dbr(k, t) . (3.19)
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On peut montrer [2] que cet e´le´ment de volume est conserve´ au cours du temps (ve´rification du
the´ore`me Liouville), et que l’e´nergie
E =
∑
k∈Ikmax
2∑
r=1
[
ar(k, t)2 + br(k, t)2
]
, (3.20)
est conserve´e par l’e´quation (2.4). On peut ainsi construire une probabilite´ stationnaire
P = N exp(−βE) . (3.21)
En notant {qi | i ≤ 16k3max} = {ar(k, t), br(k, t) | k ∈ Ikmax , r = 1, 2} et en re´e´crivant
l’e´nergie E =
∑
i≤16k3max q
2
i on peut de´montrer une relation de Fluctuation-Dissipation du type
pre´ce´dent entre les fonctions de re´ponse et les fonctions de corre´lations suivantes :
Sij(t) =
∫
P
∂qi
∂q0j
dµ0 , ∆ij(t) =
∫
Pqiq
0
j dµ
0 , (3.22)
avec P = N exp [− β qiqi] comme probabilite´ stationnaire. En proce´dant a` une inte´gration par
parties sur Sij , on obtient :
Sij(t) = −
∫
qi
∂P
∂q0j
dµ0 = 2β
∫
qi q
0
j Pdµ
0 = 2β ∆ij . (3.23)
Les ar(k, t), br(k, t) sont obtenus a` partir de la projection sur des uˆν(k, t) sur une base
orthonormale, et leur sont donc lie´s par des relations line´aires. Il est donc possible d’e´crire une
relation de Fluctuation-Dissipation entre les fonctions de re´ponse des uˆν(k, t) et leurs fonctions de
corre´lation. C’est cette seule de´monstration d’existence qui nous importe, et nous ne chercherons
pas a` e´crire explicitement une telle relation (qui serait un peu technique a` e´tablir). En effet, nous
nous inte´resserons exclusivement aux fonctions de corre´lations dans la suite.
A` ce titre, nous pouvons exposer ici le calcul de la corre´lation moyenne de deux compo-
santes des modes de Fourier du champ de vitesse, 〈uˆµ(k, t) uˆν(−k, t)〉, ou` 〈X〉 =
∫
X Pdµ est
la moyenne sous la probabilite´ P (e´q. 3.21). Le principe de ce calcul est de se ramener aux
ar(k, t), br(k, t) dont les corre´lations moyennes sont faciles a` calculer sous la probabilite´ P :
〈uˆµ(k, t) uˆν(−k, t)〉 = 〈
(
aˆµ(k, t) + ibˆµ(k, t)
) (
aˆν(k, t)− ibˆν(k, t)
)〉 .
Les e´le´ments de la partie imaginaire sont tous nuls : en effet, 〈aˆµ(k, t) bˆν(k, t)〉 donne des termes
croise´s en 〈ai bj〉 qui sont nuls sous la probabilite´ gaussienne des ai, bj (e´q. 3.21). Comme
〈aˆµ(k, t) aˆν(k, t)〉 = 〈bˆµ(k, t) bˆν(k, t)〉 il reste :
〈uˆµ(k, t) uˆν(−k, t)〉 = 2〈aˆµ(k, t) aˆν(k, t)〉 .
Ayant construit
(
k/|k|, n1(k), n2(k)
)
de fac¸on qu’il corresponde au trie`dre des coordonne´es
sphe´riques, on a k = |k|(cosφ sin θnx + sinφ sin θny + cos θnz) = kxnx + kyny + kznz. On e´crit
aˆµ(k, t) = aˆ(k, t) · nµ en fonction des ar(k, t) :
aˆx(k, t) = cosφ cos θ a1(k, t)− sinφ a2(k, t) ,
aˆy(k, t) = cos θ sinφ a1(k, t) + cosφ a2(k, t) ,
aˆz(k, t) = − sin θ a1(k, t) .
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〈aˆµ(k, t) aˆν(k, t)〉 donne des combinaisons line´aires de 〈a1 a1〉 = 〈a2 a2〉 = 1/(2β) et de 〈a1 a2〉 =
0. Les pre´facteurs sont des produits de fonctions trigonome´triques directement exprimables en
fonction des composantes de k. Si µ 6= ν, le pre´facteur s’e´crit −kµ kν/k2. Si µ = ν, l’indice
re´pe´te´ indique qu’on effectue une somme correspondant a` la somme des carre´s des composantes
des vecteurs n1(k), n2(k), soit un pre´facteur qui vaut 2. En re´sume´, on e´crit que :
〈uˆµ(k, t)uˆν(−k, t)〉 = 1
β
(δµν − kµkν/k2) = 1
β
Pµν(k) . (3.24)
3.3.4 Discussion
Pour conclure ce chapitre, remarquons qu’on distingue en ge´ne´ral deux grands types de
the´ore`mes de Fluctuation-Dissipation, suivant que suite a` une perturbation le syste`me relaxe vers
son e´quilibre de base, ou qu’au contraire la perturbation exte´rieure ait cause´ un changement de
l’e´quilibre meˆme vers lequel le syste`me relaxe. Les cas conside´re´s dans ce chapitre sont clairement
du premier type par unicite´ de l’e´quilibre envisage´.
Une particularite´ des relations de Fluctuation-Dissipation envisage´es ici est l’absence de bruit
exte´rieur. Comme nous l’avons illustre´ par l’exemple de l’oscillateur, la relaxation est cause´e non
pas par un bruit exte´rieur (il n’y en a pas), mais par la dynamique non-line´aire elle-meˆme : la
dispersion des trajectoires due a` la variation de fre´quence avec l’amplitude de l’oscillateur suffit
a` elle seule a` induire le de´clin de la fonction de corre´lation. L’unique aspect stochastique dans
ce mode´le est la distribution stationnaire des conditions initiales. Par rapport aux relations FD
traditionnelles [50] e´tablis en pre´sence d’un bruit blanc exte´rieur et d’un terme dissipatif, la
pre´sente relation de FD serait obtenue dans la limite de bruit exte´rieur nul.
Chapitre 4
Calcul et estimation des temps de
de´-corre´lation
Le but de ce chapitre est d’e´valuer les temps de relaxation au voisinage d’un e´quilibre absolu
par me´thode Monte-Carlo. Afin d’e´clairer l’expose´, nous allons dans un premier temps nous
inte´resser au syste`me simple des e´quations de Burgers unidimensionnelles. Ce travail est le fruit
d’une collaboration avec Pauline Bonaiti, e´tudiante de Maitrise. Nous poursuivons ensuite sur
les e´quations d’Euler 3D.
Notre objectif est donc de caracte´riser l’e´volution temporelle des fonctions de re´ponse dans le
cas d’un e´quilibre absolu. Les re´sultats du chapitre pre´ce´dent permettent de ramener ce travail a`
l’e´tude des fonctions de corre´lation par le biais du the´ore`me Fluctuation-Dissipation. Les calculs
de fonction de corre´lation ne´cessitent usuellement une inte´gration pour des temps tre`s longs, ce
qui conduit a` un stockage de donne´es excessif a` 3D. On s’appuie donc sur l’hypothe`se d’ergo-
dicite´ selon laquelle une inte´gration sur le temps revient a` faire une moyenne sur un ensemble
de syste`mes re´partis suivant une probabilite´ stationnaire. On utilise alors une me´thode Monte-
Carlo (voir annexe) pour tirer ale´atoirement diffe´rentes conditions initiales selon la probabilite´
stationnaire. On effectue alors un grand nombre de re´alisations, ce qui consiste a` inte´grer les
e´quations sur un temps court pour une condition initiale ale´atoire fixe´e. D’autre part, les fonc-
tions de corre´lations sont moyenne´es au vol a` chaque re´alisation, ce qui permet de ne garder en
me´moire que l’e´quivalent en taille d’une seule re´alisation. Le code est ainsi optimise´ de fac¸on a`
rendre possible une e´tude de´taille´e pour Burgers 1D, et une e´tude a` re´solution suffisante pour
Euler 3D.
Dans un premier temps, nous pre´sentons les re´sultats obtenus nume´riquement pour les
e´quations de Burgers. Le cadre the´orique introduit dans le chapitre pre´ce´dent nous permet
de proce´der au calcul analytique des fonctions de corre´lation au voisinage de leur maximum. Le
re´sultat sera ensuite discute´, en regard des re´sultats nume´riques. Dans un second temps, nous
proce´dons directement au calcul analytique dans le cas d’Euler 3D, avant d’exposer les re´sultats
obtenus nume´riquement. Le cas Euler s’ave`re un peu plus complexe que le cas Burgers, re´ve´lant
deux temps caracte´ristiques pour les fonctions de corre´lation. Nous discuterons finalement une
loi empirique caracte´risant la de´corre´lation des modes dans le cas des e´quilibres absolus des
e´quations tri-dimensionnelles incompressibles d’Euler.
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4.1 E´quation de Burgers inviscide unidimensionnelle
4.1.1 E´tude des fonctions de corre´lation
On dispose d’un programme capable de calculer re´gulie`rement la fonction de corre´lation
pour un syste`me obe´issant a` l’e´quation de Burgers a` une dimension inte´gre´e dans le cadre
d’une me´thode Monte-Carlo (voir annexe) : cela consiste a` ge´ne´rer conditions initiales ale´atoires
re´parties selon une probabilite´ stationnaire, et calculer les fonctions de corre´lations des com-
posantes spectrales de la vitesse pour chaque coquille k. La tempe´rature est un parame`tre du
code.
On est ainsi capable de visualiser l’allure de ces fonctions de corre´lation pour chaque nombre
d’onde k, comme pre´sente´ sur la partie gauche de la figure 4.1.
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Figure 4.1 – Gauche : fonctions de corre´lation pour diffe´rents nombres d’onde k en fonction du temps
t. Droite : fonctions de corre´lation en fonction du temps adimensionne´ t/τ1/2.
On peut remarquer que les diffe´rentes courbes semblent avoir la meˆme allure, et il semble que le
temps de corre´lation soit une fonction de´croissante du nombre d’onde. On mesure τ1/2, le temps
a` mi-hauteur de la fonction de corre´lation tel que :
∆(k, τ1/2) =
1
2
(4.1)
Pour cela, on mesure la largeur de la courbe a` mi-hauteur a` l’aide d’une interpolation nume´rique.
Cependant, il est important de remarquer qu’a` grand k, la fonction de corre´lation de´croˆıt tre`s
rapidement. De ce fait le nombre de points pre´sents dans la zone a` interpoler devient tre`s petit et
rend la proce´dure d’interpolation inefficace. Ce de´faut pourrait eˆtre re´solu en calculant les fonc-
tions de corre´lation plus souvent, cependant une telle modification entrainerait un allongement
important du temps de calcul. De plus, en dehors de ce proble`me nume´rique, on peut s’attendre
a` d’autres de´fauts pouvant toucher les modes a` grand k. Les plus petits modes interagissent par
le couplage non-line´aire avec des modes plus e´leve´s, ce qui n’est pas le cas des grands modes a`
cause de la coupure spectrale. Ainsi, notre e´tude se concentrera aux valeurs k << kmax, et on
e´tablira un crite`re d’exclusion par la suite.
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Les fonctions de corre´lation sont repre´sente´es sur la partie droite de la figure 4.1 en fonction
du temps adimensionne´ par τ1/2. On peut voir que les courbes se superposent parfaitement
jusqu’a` de´corre´lation. Une e´tude des temps de corre´lation a de´ja` e´te´ expose´e par Majda [51; 52]
qui propose un temps de corre´lation inversement proportionnel a` k tel que :
τM =
A
k
√
T
(4.2)
ou` ”A est une constante de´pendant faiblement de la re´solution” et T est la tempe´rature. On
rappelle que l’e´nergie est conserve´e lors de nos simulations. On montrera plus loin (e´quation
4.16) que E = kmax T , ce qui implique que la tempe´rature T est constante pour toute la dure´e
des simulations. Nous avons tente´ de ve´rifier la relation (4.2). La de´croissance en k est montre´e
sur la figure 4.2.
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Figure 4.2 – Temps de corre´lation mesure´ τ1/2 (a` gauche) et k τ1/2 (a` droite) en fonction de k.
La figure 4.2 confirme la de´pendance de τ1/2 en 1k et peut laisser penser que la the´orie de
Majda est pleinement ve´rifie´e. Cependant, une e´tude parame´trique plus pousse´e nous a permis
d’en proposer une reformulation. En effet le produit τ1/2 k
√
T = A devrait de´pendre faiblement
de la re´solution.
La partie gauche de la figure 4.3 repre´sente le produit τ1/2k
√
T pour diffe´rentes re´solutions.
Il apparait clairement que la constante varie bien plus avec la re´solution que (4.2) ne le laissait
penser, et avec une certaine re´gularite´. Essayons donc de remplacer dans la relation de Majda
la tempe´rature par l’e´nergie, qui croˆıt line´airement avec kmax dans ce proble`me a` 1D (e´quation
4.16), et donc avec la re´solution.
La partie droite de la figure 4.3 re´ve`le une constante ne de´pendant ni de la tempe´rature ni
de la re´solution. On peut donc remplacer l’e´quation (4.2) par la suivante :
τM =
CB
k
√
E
(4.3)
ou` la constante CB ne de´pend plus aucunement de la re´solution. On dispose pour estimer cette
constante d’un grand nombre de runs (dont certains apparaissent sur la figure 4.3). On se
propose donc de mettre en place une me´thode de calcul pour en tirer une estimation de CB.
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√
T en fonction du nombre d’onde k pour diffe´ntes re´solutions (e´chelle lo-
garithmique en ordonne´e).Droite : τ1/2 k
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E en fonction du nombre d’onde k pour diffe´rentes re´solutions
et tempe´ratures.
Pour cela, nous devons imposer des crite`res de validite´ des re´sultats. D’abord, comme nous
l’avons dit au de´but de ce paragraphe, certaines valeurs de τ1/2 sont visiblement mal interpole´es
par la proce´dure automatise´e. Ces points ne figurent pas sur les graphiques par soucis de clarte´
visuelle : il est facile de les re´futer a` partir de l’observation directe de la fonction de corre´lation
a` laquelle ils sont associe´s. Nous de´ciderons donc de ne prendre en compte que les valeurs de
la constante situe´e dans un intervalle de valeurs convenable. On peut voir a` l’oeil nu que ces
valeurs se situent entre 1 et 1.5.
Taˆchons d’envisager d’autres origines d’erreurs possibles. D’une part, il existe des erreurs
duˆes a` l’interpolation. En effet, la fre´quence d’e´chantillonnage e´tant fixe´e, le nombre de points
d’interpolation diminue avec k puisqu’il est proportionnel a` τ1/2. Vu l’e´quation (4.3), l’erreur
relative d’interpolation (en 1τ1/2 ) est proportionnelle a` k : on constate effectivement que la dis-
persion des points augmente avec k (voir figure 4.3). Ces erreurs peuvent eˆtre conside´re´es comme
ale´atoires et seront minimise´es en se restreignant aux faibles valeurs de k.
D’autre part, on peut remarquer (e´q.(3.5)) que le couplage entre les modes se fait par convo-
lution. Mais compte tenu de la coupure spectrale, tous les modes n’interagissent pas avec le
meˆme nombre de modes. On peut alors de´cider d’e´tablir un crite`re de mesure pour la constante.
E´tablissons donc comme crite`re de validite´ que pour eˆtre significatif, un mode k doit subir
l’influence de modes au moins deux fois e´gaux a` lui-meˆme. C’est-a`-dire : k + 2k < kmax. Par
conse´quent, on ne conside´rera que les nombres d’onde allant jusqu’a` kmax3 . En conside`rant tous
ces crite`res de validite´, on arrive a` l’estimation suivante :
CB ∼ 1.286
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4.1.2 Calcul analytique des temps de corre´lation
L’estimation pre´ce´dente reste une approximation. En effet d’un point de vue analytique, nous
allons montrer dans ce paragraphe que l’on peut calculer cette constante CB en conside´rant que
la fonction de corre´lation a un comportement parabolique, ce qui ici est valable au voisinage de
l’origine. On peut de´finir le temps de corre´lation comme :
τC =
[
∆(t)
− d2
dt2
∆(t)
] 1
2
t=0
. (4.4)
En utilisant les notations introduites au paragraphe 3.3, on peut e´crire la fonction de corre´lation
comme :
∆il(t) = 〈 qi(t)ql(0) 〉 avec 〈 X 〉 =
∫
X Pdµ . (4.5)
E´crivons la de´rive´e seconde en temps de la fonction de corre´lation en ze´ro :
∆¨il(0) =
d2
dt2
[
〈 qi(t)ql(0) 〉
]
t=0
= − d
dt
d
dt′
[
〈 qi(t)ql(t′) 〉
]
t=t′=0
,
car la fonction de corre´lation est invariante par translation de l’origine des temps t′, et ne de´pend
que de t− t′ (e´q. 3.11). En introduisant la relation (3.5), on obtient :
∆¨il(0) = −〈ijkqjqk lmnqmqn〉 = −ijk lmn〈qjqkqmqn〉 . (4.6)
Le calcul du moment d’ordre 4 d’un champs gaussien est bien connu ([53], [32]), et nous
nous proposons de le rappeler dans le cas d’une suite de variables ale´atoires re´elles gaussiennes
x = (x1, ..., xi, ..., xK) re´parties suivant la probabilite´ Pg = N exp
[
− xi xi/β
]
. La probabilie´
stationnaire Pg est un produit de gaussiennes. On calcule sa transforme´e de Fourier qui est la
fonction ge´ne´ratrice :
Z(u) =
∫
eiu·x Pg dµ = exp
[
− ui ui
4β
]
.
Etant donne´ que β = 1/T , on de´finit la matrice de covariance Γ a` partir des de´rive´es d’ordre 2
de la fonction ge´ne´ratrice :
∂2Z(u)
∂uα∂uβ
]
|~u=~0
= −δ(α−β)
T
2
= − 〈xαxβ〉 = − Γαβ . (4.7)
On notera que l’on peut re´e´crire Z(u) en fonction des e´le´ments de la matrice Γ :
Z(u) = exp
[
− ui Γij uj
2
]
. (4.8)
Les moments d’ordre 4 s’expriment en fonction des de´rive´es partielles d’ordre 4 :
∂4Z(u)
∂uj∂uk∂um∂un
]
u=0
= 〈xjxkxmxn〉 . (4.9)
Afin de relier les moments d’ordre 4 aux moments d’ordre 2, nous allons de´montrer une proprite´te´
utile. Pour un polynoˆme W fixe´ et une fonction g donne´e de´veloppable en se´rie :
W
( ∂
∂up
)
g(u)
]
u=0
= g
( ∂
∂xp
)
W (x)
]
x=0
. (4.10)
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En effet, comme exp[u · x]→ 1 quand u→ 0 et que g est de´veloppable en se´rie :
W
( ∂
∂up
)
g(u)
]
u=0
=W
( ∂
∂up
)
g(u) exp[u · x]
]
u=0=x
=W
( ∂
∂up
)
g
( ∂
∂x
)
exp[u · x]
]
u=0=x
.
Les de´rive´es commutent, et puisque W est un polynoˆme :
W
( ∂
∂up
)
g(u)
]
u=0
= g
( ∂
∂xp
)
W
( ∂
∂xp
)
exp[u · x]
]
u=0=x
= g
( ∂
∂xp
)
W (x) exp[u · x]
]
u=0=x
,
qui donne bien la proprie´te´ (4.10) e´tant donne´ que exp[u · x]→ 1 quand u→ 0.
Pour W = XjXkXmXn et g = Z, on applique cette proprie´te´ au membre de gauche de
l’e´quation (4.9) :
〈xjxkxmxn〉 = ∂
4Z(u)
∂uj∂uk∂um∂un
]
u=0
=
[
exp
[Γαβ
2
∂
∂xα
∂
∂xβ
]
xjxkxmxn
]
x=0
.
En de´veloppant l’exponentielle en se´rie, on constate que seul le deuxie`me terme agit sur le
polynoˆme de fac¸on non triviale :
〈xjxkxmxn〉 =
[
1
2!
[Γαβ
2
∂
∂xα
∂
∂xβ
Γδγ
2
∂
∂xδ
∂
∂xγ
]
xjxkxmxn
]
x=0
= ΓjkΓmn + ΓjmΓkn + ΓjnΓkm . (4.11)
Cette e´quation a les bons facteurs ([32], p. 45), comme on peut le ve´rifier avec la relation
〈q4〉 = 3〈q2〉2 dans le cas d’une unique variable ale´atoire gaussienne. De´montre´e dans le cas de
variables ale´atoires gaussiennes re´elles, on peut directement transposer la relation (4.11) au cas
de variables ale´atoires complexes (qj = aj + i bj) dont les parties re´elles (aj) et imaginaires (bj)
sont identiquement distribue´es par des gaussiennes (e´q. 3.17), a` condition de noter que a−j = aj
et b−j = −bj (car le champ de vitesse est re´el) et donc :
〈qjqkqmqn〉 = σjkσmn + σjmσkn + σjnσkm , (4.12)
ou` σjk = 〈qj qk〉 = 〈 (aj + ibj)(ak + ibk) 〉 = 〈aj ak〉 − 〈bj bk〉
=
(
Γjk + Γj−k
)− (Γjk − Γj−k)
= 2Γj−k = δ(j + k) T . (4.13)
On peut enfin exprimer le membre de droite de l’e´quation (4.6) en fonction des ijk et σjk a`
l’aide des e´quations (3.5) :
∆¨il(0) =
i
2
δ(i−j−k)
l
2
δ(l−m−n)
[
σjkσmn + σjmσkn + σjnσkm
]
= i l δ(i−j−k) δ(l−m−n)
[1
4
δ(j+k)δ(m+n) +
1
2
δ(j+m)δ(k+n)
]
T 2
= i l
[1
4
δ(i) δ(l) +
1
2
∑
j,k
δ(i−j−k) δ(l+j+k)
]
T 2
= i l
∑
j,k
1
2
δ(i+l) δ(i−j−k) T 2
= − δ(i+l)
l2
2
(2kmax − l) T 2 . (4.14)
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On remarquera que le roˆle de la coupure dans ce calcul est de limiter le nombre de T 2 qui seront
pris en compte dans la somme.
Par ailleurs, si on injecte la relation (4.13) dans (4.5), on trouve (ce qui est cohe´rent avec le
nombre de degre´ de liberte´ par mode q) :
∆il(0) = δ(i+l) T . (4.15)
On peut ainsi e´valuer l’expression (4.4) :
τC(i, l) = δ(i+l)
(
1
l2 (kmax − l/2) T
) 1
2
.
Comme la relation (4.7) permet d’exprimer l’e´nergie totale en fonction de la tempe´rature
Eth =
kmax∑
α=1
σαα = kmax T , (4.16)
on obtient une expression analytique des temps d’autocorre´lation :
τC(k) = τC(k,−k) = 1
k
·
√
1
Eth (1− k/2kmax) (4.17)
∼ 1
k
· 1√
Eth
·
(
1 +
k
4kmax
)
si k << kmax . (4.18)
4.1.3 Discussion
Cette dernie`re formule permet de rendre compte de diffe´rents effets observe´s sur les temps
de corre´lations τ1/2 obtenus nume´riquement (figure 4.3) :
– la de´pendance du temps de corre´lation τ1/2 par rapport au nombre d’onde k en 1/k
– la de´pendance de τ1/2 par rapport a` l’e´nergie totale disponible en
√
Eth
– la lente de´rive de τ1/2 par rapport a` k/kmax
Mais notre me´thode de mesure du temps de corre´lation pre´sente un biais syste´matique : on
mesure en effet le temps de corre´lation comme la largeur a` mi-hauteur d’une parabole. Cepen-
dant, l’approximation parabolique des fonctions de corre´lations n’est valable qu’au voisinage de
l’origine. Comme les fonctions de corre´lations se superposent parfaitement (figure 4.1), on peut
e´valeur l’erreur syste´matique commise en conside´rant n’importe quelle fonction de corre´lation.
On va prendre la mieux echantillone´e.
La figure (4.4) repre´sente la fonction de corre´lation du plus petit mode (k = 1) et l’interpola-
tion parabolique determine´e a` partir du calcul analytique. Il apparaˆıt que la formule analytique
(4.17) est compatible avec la fonction de corre´lation obtenue nume´riquement au voisinage de
l’origine. Cependant, il apparaˆıt clairement que la fonction de corre´lation s’e´carte lentement
d’un comportement parabolique et que l’estimation du temps de corre´lation par τ1/2 conduit a`
une sure´valuation syste´matique (d’environ 20%). Cet e´cart correspond a` la diffe´rence observe´e
entre la constante CB de (4.3) et le facteur 1 calcule´ quand k → 0 (e´q. 4.17).
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Figure 4.4 – Comparaison entre la fonction de corre´lation et l’interpolation parabolique issue du calcul
analytique.
Concluons donc que notre estimation nume´rique est en tre`s bon accord avec le re´sultat ana-
lytique. Ce re´sultat pourrait eˆtre mis en regard de la dynamique de relaxation d’un e´coulement
singulier de Burgers, mais la dynamique de relaxation (figure 2.2) semble tellement rapide qu’il
n’est pas e´vident que les temps caracte´ristiques ici obtenus pour un syste`me a` l’e´quilibre per-
mettent de de´crire convenablement la relaxation du bain thermique des e´quations tronque´es de
Burgers 1D.
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4.2 E´quation d’Euler tridimensionnelle incompressible
Nous allons effectuer le meˆme type d’e´tude que dans le paragraphe pre´ce´dent sur les e´quations
d’Euler 3D tronque´es, en essayant d’e´valuer les temps de relaxation au voisinage de l’e´quilibre
par me´thode Monte-Carlo. Le code utilise´ ici est un code pe´riodique ge´ne´ral, ce qui explique que
les re´solutions atteintes dans ce paragraphe sont moins e´leve´es que pour l’e´tude effectue´e dans
les chapitres 1 et 2.
Nous proce´dons directement au calcul analytique, avant d’exposer les re´sultats obtenus
nume´riquement. Le cas Euler s’ave`re un peu plus complexe que le cas Burgers, re´ve´lant deux
temps caracte´ristiques pour les fonctions de corre´lations. Nous discuterons finalement une loi
empirique caracte´risant la de´corre´lation des modes dans ce cas.
4.2.1 Calcul analytique des temps de corre´lation
Nous avons vu dans le chapitre 2 que les e´quations d’Euler 3D incompressible pour un fluide
de densite´ unitaire (e´quation 2.2) peuvent se ramener (voir annexe) a` un nombre grand (mais
fini) d’e´quations diffe´rentielles ordinaires en effectuant une troncature Galerkin (uˆ(k) = 0 pour
supα|kα| > kmax) sur le champ de vitesse u(x, t) =
∑
uˆ(k, t)eik·x. Le nombre fini de modes de
Fourier de la vitesse obe´issent ainsi a` des e´quations discre`tes 2.4.
Ce syste`me est re´versible en temps et conserve exactement l’e´nergie cine´tique Eth de´finie par
Eth =
∑
supα|kα|≤kmax E(k, t) , ou` le spectre d’e´nergie E(k, t) est de´fini par la moyenne des modes
uˆ(k′, t) sur les coquilles sphe´riques de largeur ∆k = 1 (e´q. 2.3). Il est bien connu [2; 54] que les
e´quations tronque´es (2.4 - 2.5) admettent des solutions exactes statistiquement stationnaires,
appele´es e´quilibres absolus, avec un champ de vitesse qui est gaussien (voir e´q (3.20) - (3.21))
pour tout t et k tel que supα|kα| ≤ kmax.
Afin de calculer un temps de corre´lation nous allons e´valuer (voir les relations (4.6) et (4.11)
dans le cas de l’e´quation de Burgers 1D) :
∆¨il(0) = −ijk lmn
[
σjkσmn + 2 σjmσkn
]
. (4.19)
Il est facile de remarquer a` partir de l’e´quation (2.4) que  vaut dans ce cas :
αβγ(k,p,q) = − i2Pαβγ(k)δ(k− p− q) . (4.20)
Avant de de´marrer le calcul de´finissons σ a` partir de la relation (3.24), en posant β = 1/C :
〈 uˆα(k, t)uˆβ(−k, t) 〉 = CPαβ(k) , (4.21)
pour k tel que supα|kα| ≤ kmax, et σ est donc donne´ par
σαβ(p,q) = CPαβ(p)δ(p+ q) . (4.22)
On peut relier C a` Eth, en appelant les relations (2.3) et (4.21) :
Eth =
∑
supα|kα|≤kmax
E(k, t) =
∑
supα|kα|≤kmax
1
2
〈 uˆα(k, t)uˆα(−k, t) 〉 = C2
∑
supα|kα|≤kmax
Pαα(k) ,
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et en notant que Pαα = 2, on obtient :
Eth = C(2kmax)3 . (4.23)
D’abord, remarquons que le premier terme de (4.19) est nul, comme dans le cas Burgers (et pour
la meˆme raison : dans les deltas de σ et , k doit eˆtre nul lors des contractions d’indice). Il nous
reste donc a` e´valuer le second terme de (4.19), ∆¨αδ(0) = −2αβγ δµν σβµσγν , et en inse´rant
(4.20) et (4.22), on trouve :∑
p1q1p2q2
C2
2
Pαβγ(k1)δ(k1−p1−q1) Pδµν(k2)δ(k2−p2−q2) Pβµ(p1)δ(p1+p2) Pγν(q1)δ(q1+q2) ,
qui peut se re´e´crire en effectuant les sommes sur les nombres d’onde :
∆¨αδ(0) =
∑
q
C2
2
Pαβγ(k1) Pδµν(k2) Pβµ(k1 − q) Pγν(q)δ(k1 + k2) .
Pour des raisons de syme´tries, on calculera plutoˆt la somme suivante, obtenue par changement
de variable (on translate q de k/2) :
∆¨αδ(0) =
∑
q
C2
2
Pαβγ(k1) Pδµν(−k1) Pβµ(k1/2− q) Pγν(k1/2 + q)δ(k1 + k2) . (4.24)
Cette expression est e´value´e par Mathematica. On note k1 = (k1, 0, 0) et q = (qx, qy, qz), et :
−CPαβ(k1)δ(k1 + k2)
∑
q
2C k12
(
qy
2 + qz2
) (
k1
2 + 4
(
3 qx2 + qy2 + qz2
))
k1
4 + 8 k12 (−qx2 + qy2 + qz2) + 16 (qx2 + qy2 + qz2)2
.
Ainsi, on e´crit la de´rive´e seconde en temps de la matrice de corre´lation en fonction de la matrice
de corre´lation :
∆¨αβ(0) = −∆αβ(0)
∑
q
2C k12
(
qy
2 + qz2
) (
k1
2 + 4
(
3 qx2 + qy2 + qz2
))
k1
4 + 8 k12 (−qx2 + qy2 + qz2) + 16 (qx2 + qy2 + qz2)2
On estime cette somme pour kmax grand, en la re´duisant a` une inte´grale sur (qx, qy, qz) =
(xkmax, ykmax, zkmax), et en prenant le terme d’ordre 2 en  = k1/kmax dans la limite → 0. On
trouve :
−Ck3max
∫ +1
−1
∫ +1
−1
∫ +1
−1
dxdydz
(
y2 + z2
) (
12x2 + 4 y2 + 4 z2
)
8 (x2 + y2 + z2)2
c’est a` dire d’apre`s l’e´quation (4.23)
−Eth
∫ +1
−1
∫ +1
−1
∫ +1
−1
dxdydz
(
y2 + z2
) (
12x2 + 4 y2 + 4 z2
)
64 (x2 + y2 + z2)2
On peut ainsi calculer le temps d’auto-corre´lation (voir 4.4 et 4.17), et la constante que nous
cherchons dans :
τC(k) = CEuler/(k
√
Eth) (4.25)
s’e´crit
CEuler = 1/
√
I avec I =
∫ +1
−1
∫ +1
−1
∫ +1
−1
dxdydz
(
y2 + z2
) (
12x2 + 4 y2 + 4 z2
)
64 (x2 + y2 + z2)2
. (4.26)
La valeur nume´rique de cette inte´grale est donne´e par Mathematica : I = 0.486422, et ainsi
CEuler = 1/
√
I = 1.43382 . (4.27)
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4.2.2 Mesure du temps de de´corre´lation
Notre but est de de´terminer un temps caracte´ristique de la de´correlation des modes du champ
de vitesse. Le calcul analytique (4.25) donne une estimation que nous allons essayer de ve´rifier
nume´riquement. A` cet effet, on calcule nume´riquement les fonctions de corre´lation pour tous les
modes, et on observe leur moyenne sur des coquilles sphe´riques de largeur ∆k = 1, comme pour
le spectre d’e´nergie (e´q. 2.3). Notons qu’a` trois dimensions, cette moyenne peut engendrer des
biais d’observation pour les plus petits nombre d’onde.
D’autre part, on peut ajouter au re´sultat (4.25) un terme correctif a` l’ordre supe´rieur en k/kmax :
il s’agit du meˆme type facteur que dans le cas Burgers (λ = 1/2), et on e´crit le temps ca-
racte´ristique des fonctions de corre´lation aux temps courts
τ∗C(k) ∼
1.43382
k
· 1√
Eth (1− λk/kmax)
. (4.28)
Cette correction s’ave`re ne´cessaire lorsque l’on veut observer la superposition des fonctions de
corre´lation pour diffe´rents nombres d’onde du fait que les re´solutions atteintes dans cette e´tude
sont faibles, et par conse´quent la correction en k/kmax se fait rapidement sentir. Ceci nous
permettra de mettre en e´vidence visuellement que les fonctions de corre´lation dans Euler 3D
ont un comportement aux temps longs qui diffe`re du comportement aux temps courts. Le temps
corrige´ τ∗C(k) ne sera donc utilise´ qu’a` cette intention.
L’estimation que nous chercherons a` valider par nos simulations restera τC(k) (e´q. 4.25) dans la
limite k << kmax, ou` elle coincide avec τ∗C(k). Nous proce´derons donc en deux temps : ve´rifier
l’accord aux temps courts (deux me´thodes d’ajustement seront envisage´es). Puis on proce´dera a`
l’estimation empirique d’une loi valable aux temps longs : nous pre´senterons donc une troisie`me
me´thode d’ajustement quantifiant les temps caracte´ristiques de la de´corre´lation des modes.
Concordance du calcul et des simulations
Les fonctions de corre´lation dans Euler 3D sont calcule´es au vol par le code pe´riodique
ge´ne´ral. On peut espe´rer superposer directement les fonctions de corre´lations obtenues pour
chaque nombre d’onde en adimensionnant le temps de chacune des fonctions de corre´lations
par le temps τ∗C (e´q. 4.28). La figure 4.5 pre´sente diffe´rentes fonctions de corre´lations au temps
adimensionne´ par le temps τ∗C(k), et la parabole d’e´quation 1− t2/2.
Nous avons ve´rifier que le nombre de re´alisations e´tait suffisant pour de´terminer correctement les
fonctions de corre´lations en effectuant des simulations avec un nombre croissant de re´alisations
pour une re´solution fixe´e (483). La figure 4.5 montre que les fonctions de corre´lations ainsi
obtenues se superposent de fac¸on tout a` fait satisfaisante jusqu’a` de´corre´lation.
Nous avons observe´ (donne´es non pre´sente´es) que la superposition au dela` de k = 9 est quasi
parfaite jusqu’a` ce que la fonction de corre´lation atteigne 0. Cependant, on remarque que les
fonctions de corre´lations des modes les plus petits s’e´loignent significativement du comportement
parabolique. En passant en e´chelle logarithmique (partie droite de la figure 4.5), le comportement
des plus petits modes se re´ve`lent quasi exponentiel en temps. Les plus grands modes pre´sentent
e´galement un e´cart a` la parabole, mais celui-ci ne semble pas exponentiel et ressemble a` ce qui
a pu eˆtre observe´ dans le cas Burgers.
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Figure 4.5 – De´croissances parabolique et exponentielle des fonctions de corre´lation en fonction du
temps adimensionne´ τ = t/τ∗C. Gauche : les e´chelles sont line´aires. Droite : e´chelle line´aire en abscisse
et logarithmique en ordonne´e. Re´solution 483. Modes k = 1, 2, 3, 6, 9 (couleurs indique´es sur la figure
pour des cercles). En trait plein (turquoise) : la parabole 1 − t2/2. On pre´sente diffe´rents nombres r de
re´alisations : r = 192 (croix +) ; r = 500 (traits pleins) ; r = 2000 (cercles o).
Nous allons nous inte´resser plus spe´cifiquement au comportement au voisinage de l’origine, en
mesurant une e´chelle de temps caracte´ristique que l’on notera τ∆. A` l’image du calcul analytique,
nous de´terminons ici le temps caracte´ristique associe´ au comportement parabolique a` l’origine
en mesurant directement la de´rive´e seconde des fonctions de corre´lation au voisinage de l’origine.
A` cet effet, on effectue un ajustement par un polynoˆme de degre´ 2 des fonctions de corre´lations
jusqu’a` atteindre une valeur arbitraire de ∆0 pour la fonction de corre´lation, puis on de´rive deux
fois le polynoˆme obtenu pour mesurer le temps de corre´lation. La valeur ∆0 est fixe´e de manie`re
a` e´viter la pollution de la mesure par la queue exponentielle. On fixe ∆0 = 0.95.
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k/kmax
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 / τC
Figure 4.6 – Temps de corre´lation τ∆ mesure´ au voisinage de l’origine (∆0 = 0.95) rapporte´ a` la valeur
the´orique τC (e´q. 4.25) en fonction de k/kmax. En vert (∆) : 483 ; en bleu (x) : 643 ; en rouge (+) : 963.
Le rapport τ∆/τC tend vers 1 lorsque k/kmax → 0, quelque soit la re´solution conside´re´e. Cepen-
dant, pour les plus petites valeurs de k/kmax, les mesures semblent de moindre qualite´, ce dont
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on peut chercher l’origine dans l’existence de queues exponentielles des fonctions de corre´lation.
D’autre part, ces queues exponentielles sugge`rent que le temps caracte´ristique calcule´ et mesure´
n’est pas entie`rement repre´sentatif de la de´corre´lation des petits modes.
Afin de quantifier ces diffe´rences de comportement aux temps courts et aux temps longs,
nous proposons une estimation grossie`re du temps de de´corre´lations inspire´e de la mesure du
temps a` mi-hauteur dans le cas de l’e´quation de Burgers. Pour une hauteur fixe´e H de l’intervalle
[0, 1], on peut mesurer le temps τH auquel la fonction de corre´lation atteint H : ∆(k, τH) = H.
Cette mesure est effectue´e pour tous les modes et pour diffe´rentes valeurs de H. On compare le
re´sultat obtenu au calcul analytique (e´q. 4.25). Les re´sultats pour la re´solution 483 sont fournis
sur la partie gauche de la figure 4.7.
Il est clair que pour un mode donne´, le temps mesure´ doit augmenter quand H diminue. Comme
point de comparaison, on calcule la de´pendance du temps mesure´ a` H dans le cas d’une fonction
de corre´lation parfaitement parabolique : τ ∼ 1/√2− 2H. Aussi semble-t-il judicieux d’ajuster
les diffe´rentes mesures par ce facteur pour pouvoir les comparer : on pre´sente ces mesures ajuste´es
sur la partie droite de la figure 4.7. Cela revient simplement a` observer le rapport Θ du temps
τH pour lequel une fonction de corre´lation ∆(k, t) atteint la hauteur H et le temps pour lequel
une parabole d’e´quation y = 1− t2/2τ2C(k) atteint la meˆme hauteur : Θ = τH/(τC(k)
√
2− 2H).
0 0.5 1
k/kmax
H=0.55
H=0.95
0
1
2
3
τH
 / τC
0 0.5 1
k/kmax
H=0.55
H=0.95
0
1
2
3
Θ
Figure 4.7 – Gauche : rapport du temps de corre´lation τH mesure´ au voisinage de l’origine (de
parame`tre H) a` la valeur the´orique τC (e´q. 4.25). Droite : meˆme rapport ajuste´ de
√
2− 2H, pour
obtenir Θ. H diminue de 0.95 (en rouge) a` 0.55 (en violet). Re´solution 483.
Deux observations ge´ne´rales sont d’abord a` signaler :
– d’abord, les re´sultats sont dans l’intervalle [1, 2] : pour un mode fixe´, plus H diminue, plus
on s’e´carte du rapport 1 espe´re´ pour Θ. Mais si H est suffisamment proche de 1, les plus
petits modes semblent bien tendre vers le rapport 1 espe´re´. Cela se comprend bien car
l’approximation parabolique n’est valable que lorsque H → 1.
– puis, pour une hauteur H fixe´e, l’e´cart au rapport 1 espe´re´ semble croˆıtre lentement quand
k augmente. Nous avons observe´ le meˆme genre de de´rive dans la premie`re mesure effectue´e.
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Cette mesure grossie`re est tout a` fait cohe´rente avec la mesure pre´ce´dente de τ∆, ce qui si-
gnifie que tant que l’on reste au voisinage de l’origine, la parabole est bien repre´sentative de
la de´corre´lation. Cependant on notera une diffe´rence essentielle a` petit k : pour H fixe´e, on
observe un intervalle de de´croissance du rapport conside´re´. Dans cet intervalle, la fonction de
corre´lation s’e´loigne tre`s significativement de son ajustement parabolique, et d’autant plus que
le mode est petit. C’est pre´cise´ment cet effet que nous voulions mettre en e´vidence : il traduit
l’effet du comportement exponentiel des queues des fonctions de corre´lations a` petit k. Nous
allons essayer d’en mesurer l’importance.
La de´croissance du rapport Θ = τH/(τC(k)
√
2− 2H) est repre´sente´e en e´chelles logarith-
miques sur la figure 4.8, pour 3 valeurs de H. On remarque que la pente de la zone de´croissance
s’accentue quand H diminue, et que la de´croissance semble quasi line´aire ce qui sugge`re un
comportement en puissance de k. A` titre comparatif, on repre´sente une pente en k−0.3 sur le
meˆme graphique : on en de´duit qu’a` petit k le temps a` ”mi-hauteur” s’e´carte significativement
des valeurs calcule´es avec une pente proche de k−1.3 diffe´rente du k−1 re´sultant du calcul ana-
lytique.
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k/kmax
1
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Figure 4.8 – Θ en fonction du nombre d’onde k. Re´solution 483 (o), de bas en haut : H = 0.95
(rouge), 0.75 (vert), 0.55 (violet). A` titre indicatif, re´solution 643 (∗) : H = 0.6. Pente indicative en loi
de puissance (droite hachure´e noire) et valeur espe´re´e (1, pointille´s noirs).
Ceci permet de conclure a` l’existence de deux e´chelles caracte´ristiques des fonctions de
corre´lations : un temps τp caracte´risant la fonction de corre´lation aux temps courts, et un temps
τe caracte´risant un comportement exponentiel aux temps longs. Les ajustements pre´sente´s jus-
qu’ici nous ont permis de ve´rifier que le calcul analytique caracte´risait le comportement des
fonctions de corre´lations aux temps courts, c’est a` dire que τp(k) ∼ τC(k).
Cependant, les simulations nume´riques permettent de montrer que c’est l’e´chelle τe >> τp qui
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controˆle la de´correlation pour les modes petits devant le nombre d’onde de coupure. τe semble
de´croˆıtre plus vite que k−1, ce que nous nous proposons de de´terminer plus pre´cise´ment dans le
paragraphe suivant.
Determination d’une loi empirique du temps de de´corre´lation
On voudrait mesurer un temps associe´ aux queues exponentielles des fonctions de corre´lation :
on pourrait faire un ajustement dans un intervalle donne´ [∆1;∆2] des valeurs des fonctions
de corre´lation en choisissant cet intervalle de fac¸on a` s’e´loigner du comportement parabolique
au voisinage de l’origine. Le proble`me de cette me´thode est qu’on ne peut pas exhiber un
tel intervalle pour tous les modes en meˆme temps. Il paraˆıt donc indispensable de choisir un
ajustement qui mesure a` la fois τe et τp.
On cherche donc une forme fonctionnelle qui permet de quantifier simultane´ment les deux
temps caracte´ristiques introduits, c’est-a`-dire parabolique aux temps courts et exponentielle aux
temps longs. Ce comportement est voisin de celui d’un cosinus hyperbolique. Mais un cosinus
hyperbolique ne sera caracte´rise´ que par un seul temps. Afin d’en mesurer deux, nous devons
introduire une deuxie`me fonction de projection : si le cosinus hyperbolique permet de de´crire
la de´croissance exponentielle et donne un comportement parabolique en de´veloppant a` l’ordre 2
au voisinage de 0, on peut chercher une fonction qui corrigera le comportement parabolique aux
temps courts et sera ne´gligeable aux temps longs. L’ide´e est alors de conside´rer le logarithme
de la fonction de corre´lation : au voisinage de 0, la fonction tanh2 permettra d’apporter une
correction parabolique aux temps courts, en tendant vers une constante aux temps longs.
La forme d’ajustement propose´ est alors :
−Log(∆(k, t)) = B Log(cosh(at))+D tanh2(at) . (4.29)
Cette forme d’ajustement respecte la parite´ de la fonction de corre´lation. Un de´veloppement
limite´ a` l’ordre 2 des deux membres de l’e´quation (4.29) donne :
t2
2τ2p
= B a2
t2
2
+ 2D a2
t2
2
,
ce qui permet de quantifier le temps ”parabolique” :
τp =
1√
(B + 2D) a2
(4.30)
D’autre part, en de´rivant par rapport au temps l’e´quation (4.29), on obtient :
−dLog(∆)
dt
= a B tanh(at) + 2a D cosh−2(at) tanh(at)
∼ a B aux temps longs
ce qui permet de quantifier le temps caracte´ristique de de´croissance exponentielle comme :
τe =
1
a B
(4.31)
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Un tel ajustement comporte 3 parame`tres, ce qui est supe´rieur au nombre ne´cessaire pour
ajuster nos deux temps caracte´ristiques. Pour extraire les valeurs des parame`tres, on minimise
l’erreur donne´e par :
χ2 =
∑
0≤t≤tmax
[− Log(∆(k, t))−B Log(cosh(at))−D tanh2(at)]2
Le temps tmax reste a` fixer. Or, en pratique, le nombre de re´alisations restant assez faible, cer-
taines fonctions de corre´lations obtenues nume´riquement deviennent parfois le´ge`rement ne´gatives.
Le temps tmax est donc arbitrairement fixe´ de fac¸on a` n’ajuster les fonctions de corre´lations que
dans l’intervalle [0.1; 1]. On minimise l’erreur en re´solvant les e´quations ∂χ2/∂a = 0, ∂χ2/∂B = 0
et ∂χ2/∂D = 0. On notera que la minimisation par rapport au parame`tre a n’est pas une e´quation
line´aire, contrairement aux deux autres. En pratique, on de´termine B et D pour une valeur de
a fixe´e, et on prend l’erreur comme une fonction de a que l’on minimise a` son tour.
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Figure 4.9 – Ajustement (trait plein, bleu) des fonctions de corre´lation (+) pour diffe´rents nombres
d’onde k, en re´solution 963. Gauche : en e´chelles line´aires. Droite : ordonne´es en e´chelle logarithmique.
On pre´sente dans la figure 4.9 un ajustement typique obtenu par cette me´thode. On re-
marque que l’ajustement de la fonction de corre´lation est de tre`s bonne qualite´ pour la queue
exponentielle (partie droite de la figure), mais de qualite´ le´ge`rement moindre au voisinage de
l’origine pour les plus petits nombres d’onde (partie gauche de la figure).
On peut alors a` nouveau comparer le temps τp mesure´ a` la valeur τC calcule´e analytiquement
(e´q. 4.25). On pre´sente dans la figure 4.10 les re´sultats obtenus pour diffe´rentes re´solutions :
l’accord est tre`s satisfaisant quand k/kmax → 0 (10 % d’erreur relative). On observe toujours
une lente de´rive des mesures quand k augmente. Et on remarquera que les mesures semblent
moins re´gulie`res pour les plus petites valeurs de k devant kmax : la zone parabolique est en effet
de taille de plus en plus petite quand k diminue, ce qui explique que la pre´cision diminue. Par
contre, la zone exponentielle est de taille plus grande quand k diminue, et les mesures du temps
τe ne pre´senterons pas ce de´faut.
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Concernant le temps τe, nous nous attendons a` observer une de´pendance en k plus importante
que pour τp. En e´crivant les dimensions des parame`tres du proble`me : [Eth] = L2T−2, [k] =
[kmax] = L−1, l’analyse dimensionnelle nous permet d’e´crire que
τe(k) =
1
k
√
Eth
f
( k
kmax
)
(4.32)
ou` f est une fonction a` de´terminer.
La partie droite de la figure 4.10 pre´sente le produit Πe = τe k
√
Eth en fonction de k/kmax
en e´chelles line´aires (en e´chelles logarithmiques sur la figure 4.11). On observe une de´croissance
de type loi de puissance pour toutes les re´solutions pour les modes suffisamment petits devant
kmax. On propose donc d’e´tablir une loi empirique pour la fonction f de type :
f(u) = Ku−p . (4.33)
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Figure 4.10 – Gauche : rapport τp/τC en fonction de k/kmax. Droite : produit Πe = τe k
√
Eth en
fonction de k/kmax. En vert (∆) : 483 ; en bleu (x) : 643 ; en rouge (+) : 963.
Nous devons donc estimer deux parame`tres : la constante K et l’exposant p. On pourrait
mesurer ces parame`tres pour chaque re´solution et mesurer l’influence du nombre de re´alisations.
Mais il faudrait tout d’abord de´finir l’intervalle d’ajustement en remarquant que nous ne nous
inte´ressons qu’aux faibles valeurs de k devant kmax (puisqu’on veut τe >> τp) : une limite du
type k/kmax < 0.2 conduirait a` effectuer des ajustements sur 3 points en re´solution 483. Compte
tenu des faibles re´solutions auxquelles nous avons acce`s, cette approche serait trop sophistique´e.
D’autre part, on perdrait de vue la force du raisonnement dimensionnel adopte´ : les courbes
pre´sente´es dans la partie droite de la figure 4.10 se superposent, et on peut directement ajuster
l’ensemble des courbes.
L’intervalle d’ajustement est fixe´ de fac¸on a` ce que k/kmax < 0.2, c’est-a`-dire que Πe >
2 et τe > τp (voir partie droite de la figure 4.10). Nous choisissons de garder donne´es des
simulations qui ont le plus de re´alisations, a` re´solution fixe´e. Et nous ne garderons que des
re´solutions supe´rieures a` 483 puisque celles-ci ne comportent de´ja` que trois points dans l’intervalle
d’ajustement. Le nombre de point total compris dans l’intervalle d’ajustement est 12, et ils sont
60 Chapitre 4. Calcul et estimation des temps de de´-corre´lation
ajuste´s par une droite en e´chelle logarithmique. On trouve K = 0.82 et p = 0.65. Le re´sultat de
cet ajustement est pre´sente´ dans la figure 4.11.
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Figure 4.11 – Gauche : Πe(k) = τe k
√
Eth en fonction de k/kmax, et son ajustement (e´q. 4.33) avec
K = 0.82 et p = 0.65 (trait plein). Droite : ΠCe (k) = Πe(k).
(
k/kmax
)0.65 en fonction de k/kmax et la
droite de constante K = 0.82 (trait plein). En vert (∆) : 483 ; en bleu (x) : 643 ; en rouge (+) : 963.
On notera que la somme des carre´s des erreurs re´sultant de cet ajustement varie tre`s
re´gulie`rement autour du minimum local obtenu (pour p = 0.65), et qu’elle serait augmente´e
de 50% pour des valeurs de l’exposant p = 0.5 et p = 0.8. D’autre part, accroˆıtre le nombre
de points ajuste´s augmente l’exposant trouve´ de fac¸on assez re´gulie`re, et a` titre indicatif, en
effectuant l’ajustement sur 20 points (au lieu de 12) on mesurerait un exposant de 0.75. Ceci
sugge`re que ce re´sultat pre´sente une faible incertitude. Cependant, des simulations a` plus grande
re´solution permettrait d’en accroˆıtre la pre´cision.
4.2.3 Discussion
Il semble ainsi que le comportement des fonctions de corre´lation dans Euler 3D soit plus
complexe que dans le cas de Burgers 1D : les fonctions de corre´lations sont controˆle´es par un
comportement parabolique au voisinage de l’origine et par une de´croissance exponentielle aux
temps longs. Cette premie`re e´tude des fonctions de corre´lation met en e´vidence que pour les
plus petits modes ce sont les queues exponentielles qui de´terminent le temps caracte´ristique de
de´croissance, alors que le temps caracte´ristique est controle´ par le comportement parabolique
au voisinage de l’origine pour les modes plus e´leve´s. Ce re´sultat semble admissible du fait que
le temps des queues exponentielles de´croˆıt plus rapidement avec k (en k−p ou` p est estime´ a`
1.65) que le temps caracte´ristique duˆ a` l’allure parabolique au voisinage de l’origine (en k−1).
Tout se passe comme si deux phe´nome`nes e´taient en compe´tition et que celui dont le temps
caracte´ristique est le plus long l’emportait (voir figure 4.12).
En conclusion de ce chapitre, nous avons mesure´ les temps caracte´ristiques des fonctions de
corre´lation, ce qui n’a jamais e´te´ e´tudie´ auparavant, a` notre connaissance, et nous avons pu
mettre en e´vidence l’existence de deux effets compe´titifs sur la de´croissance des fonctions de
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Figure 4.12 – Gauche : loi empirique τsup du temps de de´corre´lation en fonction de k/kmax. Droite :
on multiplie τsup par k/kmax. En bleu : loi τp ∼ τC obtenue par le calcul analytique. En rouge : loi
τe e´value´e a` partir des queues exponentielles des fonctions de corre´lations (e´q. 4.32). En trait plein : le
maximum τsup des deux courbes.
corre´lation dans Euler 3D. D’autre part, cette e´tude a e´te´ motive´e par la recherche de temps ca-
racte´ristiques d’e´volution des fonctions de re´ponse afin de proposer un me´canisme de dissipation
spontane´e dans les simulations spectralement tronque´es des e´quations d’Euler pre´sente´es dans
le chapitre 2. Deux cas-limites se pre´sentent ainsi pour la suite de notre e´tude : un temps de
”de´corre´lation” en k−1 ou en k−1.65. Nous avons vu en effet que ces deux temps caracte´ristiques
peuvent respectivement controˆler les fonctions de corre´lation selon l’e´chelle conside´re´e. Il nous
appartiendra donc dans la suite d’envisager lequel de ces deux cas est le plus adapte´ a` la des-
cription de l’amortissement d’un e´coulement a` grande e´chelle par thermalisation avec les petites
e´chelles.

Chapitre 5
E´chelle dissipative turbulente
Nous avons observe´ au chapitre 2 qu’apparaˆıt spontane´ment une se´paration d’e´chelles dans
des e´coulements re´gis par les e´quations d’Euler tronque´es spectralement : le spectre d’e´nergie
pre´sente alors une zone de´croissante et une zone croissante qui permettent de de´finir un minimum
du spectre d’e´nergie d’abscisse kth. Cette se´paration d’e´chelle correspond a` la relaxation de
l’e´coulement tronque´ vers son e´quilibre thermodynamique. L’objectif de ce chapitre est de donner
une estimation de la se´paration d’e´chelle kth observe´e a` partir des temps de relaxation e´value´s
dans le chapitre pre´ce´dent.
Nous avons vu a` la fin du chapitre 2 qu’il e´tait possible de donner une estimation grossie`re
de kth en assimilant les deux zones du spectre d’e´nergie a` des lois de puissance (k2 pour la
zone croissante et k−5/3 pour la zone de´croissante), c’est-a`-dire en ne tenant compte d’aucun
effet dissipatif. Cependant, nous avons mis en e´vidence le roˆle dissipatif des petites e´chelles
thermalise´es vis-a`-vis des grandes e´chelles.
Afin de prendre en compte les effets dissipatifs, nous avons e´tudie´ dans le chapitre 4 les
fonctions de corre´lations des modes du champs de vitesse dans le cas d’un syste`me a` l’e´quilibre
thermodynamique. Nous avons mis en e´vidence des temps caracte´ristiques de de´corre´lation qui
obe´issent a` certaines lois d’e´chelle. Les re´sultats du chapitre 3 vont nous permettre de relier ces
temps caracte´ristiques aux temps de relaxation des fonctions de re´ponse. Ceci nous permettra
de proposer de nouvelles estimations de kth.
5.1 Estimation de l’e´chelle dissipative
Le spectre d’e´nergie pre´sente´ sur la figure 5.1 de´croˆıt en k−5/3 a` petit k et croˆıt en k2 a`
grand k. Aux nombres d’onde interme´diaires, le spectre d’e´nergie de´croˆıt plus vite que k−5/3,
sugge´rant qu’un effet de type dissipatif soit pre´sent. On envisage dans cette partie d’estimer cet
effet dissipatif pour de´terminer une loi d’e´chelle pour le nombre d’onde kth en fonction de la
coupure spectrale kmax des simulations, ainsi que des parame`tres de Kolmogorov (de´pendant du
temps) ε et Eth.
L’estimation grossie`re km du nombre d’onde kth obtenue dans le chapitre 1 en ne´gligeant l’ab-
sorption interme´diaire propose un comportement km ∼
(
ε
E
3/2
th
)2/11
k
9/11
max . Si l’on veut prendre en
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Figure 5.1 – Loi de Kolmogorov et thermalisation partielle du spectre d’e´nergie. Mise en evidence d’un
effet dissipatif creusant le spectre.
compte l’effet dissipatif qui creuse le spectre d’e´nergie aux valeurs interme´diaires (figure 5.1),
il faut relier l’e´chelle kth aux temps de relaxation τR de´finis comme les e´chelles de temps ca-
racte´ristiques de de´croissance des fonctions de re´ponse (3.22) au voisinage de l’e´quilibre absolu
a` grand k. Le the´ore`me fluctuation dissipation e´tabli dans le chapitre 3 e´tablit que τR = τC, ou`
τC est le temps de corre´lation a` l’e´quilibre.
Dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons estime´ τC analytiquement et en effectuant des simula-
tions Monte-Carlo (pe´riodique ge´ne´ral) pour obtenir les fonctions de corre´lations (moyenne´es
sur des coquilles) des e´quilibres absolus. Nous avons trouve´ deux temps caracte´ristiques : un
temps τp caracte´ristique de la corre´lation aux temps courts, et un temps τe caracte´ristique de
la de´corre´lation exponentielle (pour les modes petits devant la coupure spectrale). Ces temps
caracte´ristiques associe´s au nombre d’onde k obe´issent a` des lois d’e´chelle simples que nous avons
discute´es :
τp =
C
k
√
Eth
et τe =
C∗
k
√
Eth
(kmax
k
)0.65
que l’on peut re´e´crire de fac¸on ge´ne´rale comme :
τC(ρ) =
Cρ
kmax
√
Eth
(kmax
k
)ρ
(5.1)
ou` ρ vaut 1 et 1.65, et Cρ vaut respectivement C et C∗. Les constantes C et C∗ ont e´te´ e´value´es a`
partir des simulations Monte-Carlo pre´sente´es dans le chapitre pre´ce´dent. Tant que la se´paration
d’e´chelle k  kmax est valable, les constantes C peuvent eˆtre estime´es a` C ∼ 1.43, et C∗ ∼ 0.82.
Il est important de remarquer que ces lois d’e´chelle ont e´te´ e´tablies dans le cas de syste`mes
a` l’e´quilibre thermodynamique, c’est-a`-dire dans des situations tre`s diffe´rentes des re´gimes de
relaxation que nous e´tudions ici. Cependant, la se´paration d’e´chelle observe´e dans les re´gimes
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de relaxation a permis de mettre en e´vidence une thermalisation partielle du syste`me : l’e´nergie
de la zone thermalise´e du syste`me (les petites e´chelles) varie lentement et de fac¸on suffisamment
re´gulie`re pour qu’on puisse essayer de lui adapter les lois e´tablies dans le cas de l’e´quilibre.
En effet, il est facile de ve´rifier que le temps caracte´ristique d’e´volution des modes thermalise´s
(k ≥ kth, τC(k) ≤ τC(kth) ∼ 110) reste petit compare´ au temps caracte´ristique d’e´volution du bain
thermique (donne´ par Eth/ε ∼ 1). Ces lois (5.1) n’e´tant valables que pour des modes thermalise´s,
on ne pourra rendre compte des effets dissipatifs qu’au voisinage de kth. Pour estimer les effets
dissipatifs sur les plus petits modes du syste`me (i.e. les modes en k−5/3), de nouveaux travaux
seraient a` envisager.
Pour des modes voisins du bain thermique, les lois de´crites par l’e´quation (5.1) permettent
de remplacer la relation standard de Navier-Stokes ε(k, t) = νk2E(k, t) par :
ε(k, t) = ν|k|ρE(k, t) (5.2)
ou` ν = kmax1−ρ
√
Eth/Cρ et ε(k, t) = −∂E(k, t)/∂t est la densite´ spectrale de dissipation.
En supposant que la dissipation n’a lieu que dans une bande de largeur αkd autour de kd, on
peut estimer la dissipation totale ε ∼ νkρdE(kd)αkd. Avec E(kd) ∼ k2dEth/k3max, cela me`ne a`
l’estimation ”dissipative” de kth
kd ∼
(
ε
E
3/2
th
) 1
3+ρ
kmax
2+ρ
3+ρ . (5.3)
Les e´chelles obtenues pour les deux valeurs de ρ sont kd et k∗d (pour ρ = 1 et ρ = 1.65
respectivement). Nous pouvons donc comparer ces deux estimations a` kth. Les rapports kth/kd
et kth/k∗d sont pre´sente´s sur la figure 5.2. On constate que ces deux rapports sont raisonnablement
constants. Cependant, le rapport kth/kd semble de´river lentement avec le temps, ce qui n’est pas
le cas du rapport kth/k∗d. L’estimation obtenue avec ρ = 1.65 semble donc le´ge`rement meilleure.
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Figure 5.2 – E´volution temporelle du rapport de kth a` l’e´chelle de dissipation estime´e : pour ρ = 1, kd
(a` gauche) ; et pour ρ = 1.65, k∗d (a` droite). En vert (o) : 256
3 ; en jaune (∆) : 5123 ; en bleu (x) : 10243 ;
en rouge (+) : 16003.
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Toutefois, il faut relativiser ces re´sultats. On peut mettre en doute les diffe´rentes quantite´s
mesure´es sur les simulations : la mesure de kth est relativement rudimentaire, mais influe peu
sur les autres quantite´s mesure´es Eth et ε (qui sont des grandeurs spatialement inte´gre´es). Les
estimations kd et k∗d sont donc obtenues avec une meilleure pre´cision que la quantite´ estime´e kth.
On pre´sente l’e´volution temporelle du rapport des deux estimations k∗d/kd dans la figure 5.3 : on
remarque en effet que ce rapport semble beaucoup moins affecte´ par les diffe´rentes impre´cisions
de mesure que les quantite´s pre´sente´s dans la figure 5.2. On note e´galement que la diffe´rence de
comportement est significative. On peut donc raisonnablement penser que k∗d est une meilleure
estimation de kth.
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Figure 5.3 – E´volution temporelle du rapport des deux echelles e´stime´es : k∗d/kd.
Rappelons enfin que l’exposant ρ = 1.65 a e´te´ obtenu empiriquement et que sa mesure reste
impre´cise (voir section 4.2.2).
Pour conclure ce paragraphe, soulignons le re´sultat essentiel obtenu ici : on a pu estimer
la dynamique de relaxation du syste`me en associant une e´chelle de dissipation au ”bain ther-
mique”. Le mode`le de dissipation choisi est celui d’une interaction locale du bain thermique
sur les modes voisins. Ce mode`le est tout a` fait compatible avec l’observation d’un spectre
de´croissant plus vite que k−5/3 au voisinage du bain thermique. Ce mode`le restreint cependant
l’interaction du bain thermique avec le reste de l’e´coulement a` son voisinage imme´diat : or cette
interaction est porte´e par la non-line´arite´ dans les e´quations d’Euler, et s’e´tend donc sur l’en-
semble de l’e´coulement. Notons qu’un mode`le d’interaction globale du bain thermique sur le reste
de l’e´coulement pourrait eˆtre envisage´, mais les calculs de´veloppe´s ici sur la base des re´sultats
produits dans le chapitre 4 sortiraient largement de leur cadre de validite´. En effet, pour espe´rer
e´tendre ces raisonnements, il nous faudrait mesurer (par simulation Monte Carlo) les temps de
corre´lations de modes hors e´quilibre dans un syste`me a` l’e´quilibre thermodynamique. Toutefois,
on notera que le bon accord de l’estimation k∗d a` kth sugge`re que les effets du bain thermique
sur des modes e´loigne´s sont faibles.
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5.2 Discussion et validite´ des lois d’e´chelle
Nous avons estime´ la se´paration d’e´chelle kth de deux fac¸ons : une estimation grossie`re (km)
dans le chapitre 1 par extrapolation du comportement en k−5/3 du spectre, et une estimation
plus e´labore´e (k∗d) tenant compte des effets dissipatifs du bain thermique.
La comparaison des figures 2.8 et 5.2 montre que dans la bande du spectre explore´, il est tre`s
difficile de discriminer entre les deux estimations km et k∗d. En effet, le rapport des estimations
km et k∗d donne :
km/k
∗
d ∼
(
ε
E
3/2
th
)−5/154
k5/154max . (5.4)
et en remarquant la petitesse de l’exposant 5/154, on comprend que le rapport km/k∗d est peu
sensible aux variations limite´es des parame`tres que nous pouvons actuellement mettre en oeuvre.
On repre´sente le rapport k∗d/km sur la figure 5.4. Comme dans le paragraphe pre´ce´dent, la
diffe´rence de comportement de ces estimateurs est significative. Il est toutefois plus difficile d’en
observer l’effet dans leur confrontation a` kth.
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Figure 5.4 – E´volution temporelle du rapport des deux e´chelles estime´es : k∗d/km.
On remarquera que k∗d est a priori une meilleure estimation de kth que km parce qu’il prend
en compte les effets dissipatifs. Cependant, km est de facto plus robuste que k∗d, justement parce
qu’il ne de´pend pas du mode`le de dissipation choisi.
L’obtention d’une e´chelle dissipative permet par ailleurs d’envisager d’autres aspects propres
a` la turbulence. A` l’image de ce qu’il est courant de repre´senter pour des spectres turbulents,
on peut essayer de superposer les spectres en les adimensionnant en abscisses par l’e´chelle de
dissipation k∗d et en ordonne´es par ε
2/3 k∗d
−5/3. Le re´sultat est pre´sente´ dans la figure 5.5.
Sur la partie gauche de la figure 5.5 sont repre´sente´s les spectres a` diffe´rents instants pour la
meˆme re´solution (16003). La partie de droite de la figure 5.5 pre´sente les meˆmes spectres apre`s
adimensionnement : la superposition obtenue est assez convaincante. Cela sugge`re de superposer
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Figure 5.5 – Gauche : superposition du logarithme des spectres d’e´nergie (en fonction de log(k)) entre
t = 7.3 et t = 11.5 (tous les 0.3) en re´solution 16003. Droite : adimensionnement des meˆmes spectres
d’e´nergie
(
en abscisse par k∗d, et en ordonne´e par ε
2/3 k∗d
−5/3 ).
les spectres pour diffe´rentes re´solutions. La figure 5.6 en pre´sente le re´sultat a` l’instant du
maximum de dissipation respectif de chaque re´solution. La superposition semble tout a` fait
correcte. On se propose donc d’effectuer un ajustement global sur tous les spectres en meˆme
temps : on reproduit donc l’ajustement du chapitre 2 (e´q. 2.10), et les points ajuste´s sont les
meˆmes que ceux de la figure 2.7. On obtient n = 1.78.
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Figure 5.6 – Loi de Kolmogorov sur les spectres d’e´nergie : superposition du logarithme des spectres
adimensionne´s a` l’instant du maximum de dissipation pour les diffe´rentes re´solutions e´tudie´es. La droite
noire hachure´e a une pente en k−1.78, exposant re´sultant d’un ajustment global (les points ajuste´s sont
a` gauche du trait plein noir vertical).
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Enfin, on peut aussi conside´rer le flux d’e´nergie a` travers les modes rapporte´ a` la puissance
dissipe´e ε : sur la partie gauche figure 5.7 on repre´sente diffe´rents spectres au voisinage du
maximum de la dissipation. On constate que ce spectre est quasi constant de valeur 1 au dela`
de k = 20 et jusqu’a` la coupure thermique. La nullite´ aux bords (k = 2 et k = kmax) est
la conse´quence de la conservation de l’e´nergie dans les simulations. L’allure du spectre moyen
(figure 5.7 a` droite) obtenu a` partir des spectres entre t = 6.7 et t = 11.5 (ou` n est compatible
avec k−5/3) est similaire.
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Figure 5.7 – Spectre du flux d’e´nergie Φ rapporte´ a` la puissance dissipe´e ε en 10243. Gauche :
pour diffe´rents instants au voisinage du maximum de dissipation (les droites verticales repre´sentent la
coupure thermique kth, et la droite noire verticale en pointille´s repre´sente la coupure spectrale kmax du
au desalliasing). Droite : moyenne des spectres entre t = 6.7 et t = 11.5.
On observe bien un flux depuis les grandes e´chelles vers les plus petites : l’e´nergie cascade vers
les grands modes. Ce qui est particulierement interessant est que ce flux soit quasi uniforme et
de l’ordre de l’unite´ dans les diffe´rentes e´chelles : on observe cette proprie´te´ pour le flux moyen
d’e´coulements turbulents.
Cependant en effectuant une moyenne des spectres (entre t = 6.7 et t = 11.5), on constate que
dans l’intervalle ”turbulent” (les plus petits modes) le flux normalise´ est assez infe´rieur a` 1 :
cela peut s’expliquer par le fait qu’il n’existe pas d’e´chelle d’injection de l’e´nergie, et on observe
en effet que le flux normalise´ passe de valeurs proches de 1 a` des valeurs assez infe´rieures dans
l’intervalle de temps conside´re´. Nous e´tudions en effet un re´gime transitoire de relaxation pour
une dissipation quasi-stationnaire (voisinage du maximum de dissipation) et non pas un syste`me
entretenu autour d’un e´quilibre stationnaire. On observe e´galement ce type de comportement
dans les simulations de turbulence (Navier-Stokes) en de´clin.
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5.3 Perspectives
En re´sume´, on a observe´ une turbulence de type Kolmogorov dans une dynamique ”d’Euler
tronque´”. Les lois d’e´chelle ont e´te´ obtenues par des effets dissipatifs qui apparaissent spon-
tane´ment dans ce syste`me re´versible. Dans ce contexte, les e´quations d’Euler spectralement
tronque´es apparaissent comme un mode`le minimal de turbulence.
Remarquons que la mise a` l’e´quilibre spontane´e des petites e´chelles apparaissant dans des
syste`mes isole´s, tels qu’e´tudie´s ici, ne doit pas eˆtre confondu avec la mise a` l’e´quilibre re´sultant du
contact avec un thermostat exte´rieur. En effet, la dynamique re´versible des syste`mes isole´s ge´ne`re
spontane´ment une tempe´rature de´pendant du temps et des conditions initiales. Bien qu’ayant
de´fini une tempe´rature a` chaque instant, nous n’avons jamais essaye´ d’e´tudier la tempe´rature
locale de nos syste`mes : le carre´ des transforme´es de Fourier temporelles des modes du champ
de vitesse, suivi de l’application d’un filtre passe-bas (e´liminant les basses fre´quences) pourrait
en effet nous permettre de visualiser la tempe´rature locale a` chaque instant, et ce travail reste
a` faire.
Les spectres du flux d’e´nergie (figure 5.7) montrent qu’en plus de son (pseudo) effet dissipa-
tif, la troncature spectrale agit principalement comme une barrie`re qui bloque le flux d’e´nergie
vers les petites e´chelles. Ainsi, il serait probablement possible de fabriquer un tel blocage
expe´rimentalement [55], en utilisant des mate´riaux visco-e´lastiques comme les micelles ge´antes
[56]. Le proble`me de savoir si ces expe´riences confirmeront ces lois reste ouvert.
Pour terminer, l’observation de la superposition de spectres d’e´nergie adimensionne´s et des
spectres de flux d’e´nergie sugge`rent d’observer un tel syste`me dans des conditions de stationna-
rite´. Nous pourrions essayer de forcer le syste`me a` maintenir son e´chelle de dissipation fixe : ce
qui est absorbe´ par le bain thermique (et qui devrait augmenter la tempe´rature) serait pre´leve´ et
re-injecte´ dans le plus petit mode. On pourrait espe´rer voir ainsi un regime turbulent entretenu,
avec une e´chelle dissipative fixe´e. Cependant, nous n’avons pas encore trouve´ comment effectuer
une telle manipulation sur le code.
Conclusion ge´ne´rale
Les re´sultats obtenus dans le chapitre 1 sur les e´coulements de TG et de KP ne nous ont pas
permis de conclure sur l’existence d’une singularite´ re´elle a` un temps fini t∗. Mais en conside´rant
les e´quations tronque´es comme un syste`me dynamique meˆme quand leur solution n’approxime
plus les solutions des e´quations d’Euler originales, nous avons observe´ l’e´mergence d’une turbu-
lence a` la Kolmogorov pendant un re´gime interme´diaire de relaxation vers les e´quilibres absolus.
Des lois d’e´chelle ont e´te´ obtenues pour les effets dissipatifs qui apparaissent dans ce syste`me
re´versible en temps.
On notera que ces effets dissipatifs re´gularisent certaines quantite´s d’inte´reˆt dans l’e´tude des
singularite´s. Une quantite´ couramment observe´e est l’enstrophie Ω(t) =
∫∞
0 k
2E(k, t)dk, qui est
calcule´e directement (c’est-a`-dire sans moyenne sur les coquilles) par :
Ω(t) =
1
2
∑
k′
|vˆ(k′, t)|2k′2. (5.5)
La figure 5.8 montre l’e´volution temporelle de l’enstrophie Ω(t) et de sa de´rive´e temporelle
normalise´e :
S(t) = (
135
98
)1/2Ω−3/2
dΩ
dt
(5.6)
(qui s’identifie a` la ”skewness” quand l’e´coulement est istrope [5]). Remarquons que (5.6) im-
plique que : Ω(t)−1/2 = Ω(0)−1/2 − (392/135)1/2 ∫ t0 dsS(s).
Ainsi S(t) devrait tendre vers ze´ro quand t tend vers l’infini, de fac¸on a` e´viter une explosion
a` temps fini de l’enstrophie. Une telle de´croissance n’est pas visible sur la figure 5.8. Le temps
d’inte´gration est en fait trop court pour re´ve´ler le comportement asymptotique de S et de Ω.
Nous avons vu dans le chapitre 1 qu’une re´solution plus grande e´tait ne´cessaire pour accroˆıtre le
temps d’inte´gration. Cependant, on peut observer que la relaxation re´gularise le comportement
de Ω(t) et de S(t) (dans l’inervalle de temps [4; 6]) sur la figure 5.9.
Remarquons enfin que le syste`me dynamique atteint toujours un e´quilibre absolu. Deux
cas de figure peuvent alors se pre´senter : si le temps t∗ est infini, l’inte´gration temporelle des
e´quations discre`tes peut approximer les solutions continues jusqu’a` n’importe quel instant tN
a` condition d’augmenter suffisamment la re´solution N . Au dela` du temps tN , les e´quations
tronque´es tendent vers un e´quilibre absolu. Si t∗ est infini, alors tN n’est pas borne´. Mais si t∗
est fini, il borne tN : l’apparition d’une singularite´ ne permet plus d’approximer des solutions
re´gulie`res, et le syste`me relaxe ensuite vers un e´quilibre absolu.
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Figure 5.8 – Enstrophie Ω(t) et sa de´rive´e temporelle normalise´e S(t) (voir e´q.(5.6)) pour les
e´coulements de TG (en haut) et de KP (en bas) pour diffe´rentes re´solutions.
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Figure 5.9 – Re´gularisation des comportements de l’enstrophie Ω(t) (a` gauche) et de sa de´rive´e tem-
porelle normalise´e S(t) (a` droite) pour l’e´coulement de TG a` diffe´rentes re´solutions.
Annexes

Chapitre 6
Me´thodes nume´riques
Les e´quations simule´es par notre code sont les e´quations de Navier-Stokes incompressible, par
me´thode pseudo-spectrale. Il est important de noter que l’on peut de´crire les solutions continues
(DNS) de ces e´quations mais aussi sortir de ce cadre. Ce que le code de´crit alors sont des syste`mes
dynamiques discrets gouverne´s par ces e´quations. Nous de´taillerons dans le chapitre suivant les
me´thodes et le formalisme adapte´ a` la description de tels syste`mes.
6.1 Ge´ne´ralite´s sur les me´thodes spectrales
Pour leur facilite´ de mise en œuvre et leur convergence, nous avons choisi d’utiliser les
me´thodes spectrales pour la re´solution directe des e´quations de Navier-Stokes. Nous conside´rons
dans cette the`se des e´coulements solutions des e´quations de Navier-Stokes, Euler ou Burgers.
Les e´coulements conside´re´s sont pe´riodiques et nous travaillons dans une boˆıte (1D ou 3D)
pe´riodique. Dans la suite, nous supposons que notre proble`me est unidimensionnel pour illustrer
les principes ge´ne´raux, et nous ge´ne´raliserons a` 3 dimensions le formalisme introduit.
6.1.1 Repre´sentation d’une fonction
Les champs f conside´re´s ve´rifient : f(x+L) = f(x) ou` L est la longueur de pe´riodicite´ de la
boˆıte. Pour simplifier, nous choisissons L = 2pi. Une fonction continue par morceaux peut eˆtre
repre´sente´e par sa se´rie de Fourier infinie :
f(x) =
∞∑
k=−∞
fˆke
ikx. (6.1)
On de´finit le produit scalaire par :
< g, h >=
1
2pi
∫ 2pi
0
g(x)h(x)dx, (6.2)
les coefficients de Fourier s’e´crivent :
fˆk =< eikx, ψ(x) >=
1
2pi
∫ 2pi
0
dxf(x)e−ikx . (6.3)
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Ge´ne´ralement, f n’est connue que par ses valeurs en un nombre de points finis de L :
fj = f(xj) avec xj = j∆x et j = 0, 1, 2, · · · , N − 1 (6.4)
de telle fac¸on que l’intervalle d’e´chantillonnage soit e´gal a` ∆x = 2pi/N . Les points d’e´chan-
tillonnage sont suppose´s eˆtre capables de repre´senter la forme de f(x). Ils constituent ce qu’on
appelle “l’espace physique”. Nous verrons plus loin que les points j = 0, 1, 2, · · · , N − 1 sont
aussi applele´s points de ”collocation”. Les coefficients de Fourier sont alors approche´s par :
fˆN (k) =
1
N
N−1∑
n=0
f(xn)e−ikxn , (6.5)
avec xn = 2pin/N n = 0, · · · , N −1 . C’est ce qu’on appelle la transforme´e de Fourier discre`te
(TFD). On a projete´ f sur une base de N fonctions (les fonctions trigonome´triques). On peut
alors trouver une approximation fN de f en inversant la TFD de la fac¸on suivante :
fN (xn) =
N/2−1∑
k=−N/2
fˆN (k)eikxn . (6.6)
Les points k = −N/2, . . . , N/2 − 1 constituent “l’espace spectral” discret. Ils caracte´risent les
fonctions de notre base de projection. On peut remarquer que les formules (6.5,6.6) s’e´crivent de
fac¸on plus syme´trique que (6.1,6.3). A priori, effectuer les sommes (6.5,6.6) requiert un nombre
d’ope´rations de l’ordre de O(N2). Ceci a constitue´ un handicap quant a` l’utilisation de cette
me´thode jusqu’a` ce que Cooley et Tukey, en 1965, inventent l’algorithme des transforme´es de
Fourier rapides (ou “Fast Fourier Transform” ou FFT). Cet algorithme des FFT permet de
re´duire le nombre d’ope´rations a` O(N log2N). Un autre avantage des FFT et de l’utilisation
des transforme´es de Fourier en ge´ne´ral re´side dans la factorisation des convolutions en 2 et 3
dimensions ; nous y reviendrons dans la suite.
Retenons que nous ecrirons un champ de vitesse comme suit :
uj =
∑N/2−1
k=−N/2 e
2ipijk/N uˆk
uˆk = 1N
∑N−1
j=0 e
−2ipijk/Nuj
6.1.2 Convergence des me´thodes spectrales
La convergence des me´thodes spectrales est bien meilleure que celle des me´thodes de diffe´rences
finies. Cela tient au fait qu’une me´thode de calcul par diffe´rences finies d’ordre p calcule les co-
efficients de son approximation d’un champ f dans le de´veloppement de Taylor avec p+1 points
(erreur en O[∆xp]) alors que les me´thodes pseudo-spectrales calculent les coefficients fˆN (k) de
son approximation de f avec les N points de la re´solution choisie. Autrement dit, l’ordre des
me´thodes pseudo-spectrales n’est pas fixe´ a` l’avance, mais augmente avec la re´solution : pour un
intervalle d’e´chantillonnage ∆x = O[1/N ], l’erreur ”pseudo-spectrale” est d’ordre O[(1/N)N ].
6.1 Ge´ne´ralite´s sur les me´thodes spectrales 77
Les erreurs de´croissent plus vite que toute puissance finie de N , ce qu’on appelle une convergence
exponentielle.
De ce point de vue les me´thodes spectrales permettent un gain conside´rable de stockage
me´moire pour atteindre une pre´cision fixe´e.
6.1.3 Approximation d’une EDP par me´thode pseudo-spectrale
Nous devons re´soudre une e´quation aux de´rive´es partielles 1D de la forme :
D(u) = 0 dans [0, 2pi]×]0, T ] (6.7)
u(x, 0) = u0(x)
ou` D est un ope´rateur diffe´rentiel et T est un nombre positif.
L’approximation de la solution u du proble`me consiste a` chercher uN , dans une base de fonc-
tions re´gulie`res, solution du proble`me approche´. Il s’agit donc de trouver une fonction uN (x, t)
dans [0, 2pi]×]0, T ] telle que [1]
D(uN ) = 0 dans [0, 2pi]×]0, T ] (6.8)
uN (x, 0) = u0N (x)
La re´solution nume´rique des e´quations de Navier-Stokes que nous avons e´tudie´e utilise des condi-
tions aux limites pe´riodiques. Elle se fait alors par la recherche des coefficients de Fourier de uN
qui rendent ceux de D(uN ) tous nuls. Il existe deux me´thodes spectrales importantes que nous
allons illustrer sur une e´quation plus simple que Navier Stokes.
Me´thode de Galerkin
La me´thode Galerkin repose sur la projection de la fonction que l’on veut estimer sur une
base de fonctions bien choisie (fonctions trigonome´triques ou polynoˆmes de Chebyshev). Cette
base est finie et tout calcul de produit implique de projeter le produit sur cette base en e´liminant
les termes qui n’y sont pas repre´sentables. On utilise ici des de´veloppements en se´rie de Fourier.
Pour illustrer le principe de cette me´thode, conside´rons l’e´quation aux de´rive´es partielles de
Burgers qui s’e´crit :
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
= ν
∂2u
∂x2
(6.9)
avec les conditions aux limites pe´riodiques u(x + 2pi) = u(x). En utilisant la repre´sentation en
TFD, cette e´quation s’e´crit :
∂
∂t
(
N/2−1∑
n=−N/2
uˆN (n)einx
)
= −
(
N/2−1∑
j=−N/2
uˆN (j)eijx
)
∂
∂x
(
N/2−1∑
k=−N/2
uˆN (k)eikx
)
+ ν
∂2
∂x2
(
N/2−1∑
n=−N/2
uˆN (n)einx
)
.
La contribution du terme non line´aire en einx est obtenue en projetant sur la base des
exponentielles complexes. Or, si les termes line´aires en u ne contiennent que des nombres d’onde
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|k| ≤ N/2, le terme non-line´aire d’ordre 2 contient des nombres d’onde tels que |k| ≤ N . La
me´thode de Galerkin consiste a` garder seulement les termes dont le nombre d’onde est infe´rieur
a` N/2 en valeur absolue. Il vient alors :
∂uˆN (n)
∂t
=
∑
j+k=n
uˆN (j) ik uˆN (k)− νn2uˆN (n) (6.10)
Le nombre d’ope´rations ne´cessaires pour e´valuer la convolution est O(N2), ce qui est assez
couˆteux. D’ou` l’ide´e de faire le calcul du terme non-line´aire dans l’espace physique, ou` l’on
effectue un simple produit (N ope´rations) en utilisant des FFT (O(N log2N) ope´rations).
Me´thode pseudo-spectrale
Les me´thodes pseudo-spectrales consiste a` calculer l’approximation d’une fonction par une
base de fonction de´termine´e en interpolant sur un ensemble de points de grille (dits de colloca-
tion) : cela signifie que l’e´quation diffe´rentielle a` satisfaire sera exactement re´solue sur les points
de collocation.
C’est cette me´thode que nous avons choisi d’utiliser pour calculer les convolutions dans
l’espace physique : on utilise comme base les TFD des fonctions trigonome´triques (des fonctions
δ de Dirac) qui correspondent pre´cise´ment a` nos points de collocation. Pour le terme non-line´aire
de (6.9), on utilise donc deux FFT inverses (O(N logN) ope´rations) pour avoir u et ∂u∂x dans
l’espace physique. Puis, on calcule le produit (N ope´rations) et on utilise une FFT (O(N logN)
ope´rations) pour ramener le produit dans l’espace spectral. Concre´tement, on calcule TFD(u∂u∂x).
On a :
TFD
(
u
∂u
∂x
)
=
1
N
N−1∑
l=0
u(l)
∂u
∂x
(l)e−i2pi
ln
N
=
1
N
N−1∑
l=0
e−i2pi
ln
N
N−1∑
p=0
ei2pi
lp
N uˆ(p)
N−1∑
q=0
ei2pi
lq
N
∂̂u
∂x
(q)
=
1
N
N−1∑
l=0
N−1∑
p=0
N−1∑
q=0
e−i2pi
l
N
(p+q−n)uˆ(p)
∂̂u
∂x
(q)
La somme sur l comporte tous les termes tels que : p+ q − n ≡ 0[N ]. Finalement, on trouve :
∂uˆN (n)
∂t
=
∑
j+k=n [N ]
uˆN (j)ikuˆN (k)− νn2uˆN (n). (6.11)
En d’autres termes, les coefficients de Fourier approche´s de l’e´quation (6.11) sont compose´s de
tous les coefficients exacts plus d’autres termes pour lesquels la fonction correspondante einx [N ]
ne peut pas eˆtre distingue´e de la fonction einx. Ce phe´nome`ne est appele´ l’“aliasing” (des modes
de Fourier sont pris pour d’autres).
Malgre´ ce de´faut, les me´thodes pseudo-spectrales demeurent des me´thodes inte´ressantes sur-
tout en 3 dimensions. En effet, les TFD 3D se factorisent car ei~k~x = eikxx eikyy eikzz. De plus,
une TFD 3D se calcule comme une succession de TFD 1D : pour N3 points, on doit faire 3N2
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TFD 1D sur N points donc 3N3lnN ope´rations alors que les produits de convolution en 3D
dans l’espace spectral ne´cessitent N6 ope´rations.
Ce passage par l’espace physique (et le recours a` des me´thodes pseudo-spectrales) est une
astuce permettant un gain de temps de calcul, mais engendrant le proble`me d’aliasing.
Correction de l’“aliasing”
Il n’est possible de corriger l’erreur d’“aliasing” sur le terme convolue´ qu’en e´liminant les
termes aliase´s qui reviennent dans l’espace spectral |k| ≤ N/2.
Sur un re´seau de N points les valeurs de k tiennent dans l’intervalle [−N2 , N2 ], ainsi les
valeurs de k1 + k2 sont comprises entre -N et N mais sont replie´es dans l’intervalle [−N2 , N2 ]
si on travaille modulo N . La me´thode permettant de re´soudre ce proble`me consiste a` e´liminer
une partie du spectre (les modes hors de l’intervalle ]− kmax, kmax[) avec pour condition (pour
une non-line´artite´ d’ordre 2) que : 2kmax − N < −kmax , c’est a` dire : kmax < N3 . On e´limine
donc toutes les valeurs du spectre supe´rieures a` N3 et infe´rieures a` −N3 . De cette fac¸on toutes
les valeurs ”replie´es” sont mises a` ze´ro a` chaque pas de temps et ne posent plus de proble`me.
On voit que la correction de l’“aliasing” est one´reuse : on perd un tiers des modes utiles
aux calculs. Cependant les calculs effectue´s sont alors comple`tement e´quivalents aux calculs
par troncature Galerkin. Nous allons voir que cela nous permet d’effectuer correctement des
inte´grations par partie.
Inte´gration par partie et conservation de l’e´nergie
Supposons que la simulation ne soit pas ”de-aliase´e”. Conside´rons l’e´valuation du produit de
la quantite´ f par ∂xg et inte´grons le par partie dans l’espace spectral. On effectue les sommes
dans l’intervalle ]−N/2, N/2] :
TFD
(
f
∂g
∂x
)
(n) =
∑
j+k=n [N ]
ikfˆN (j)gˆN (k) =
∑
j+k=n [N ]
i(n− j)[N ]fˆN (j)gˆN (k)
C’est ce (n−j)[N ] qui nous empe`che alors d’effectuer l’inte´gration par partie de fac¸on exacte.
En ”de-aliasant” la simulation, on effectue les sommes dans l’intervalle ]− kmax, kmax[, et :
TFD
(
f
∂g
∂x
)
(n) =
∑
j+k=n
ikfˆN (j)gˆN (k) =
∑
j+k=n
i(n− j)fˆN (j)gˆN (k)
= in
∑
j+k=n
fˆN (j)gˆN (k)−
∑
j+k=n
ijfˆN (j)gˆN (k)
= TFD
(∂fg
∂x
)
(n)− TFD
(
g
∂f
∂x
)
(n)
Rappelons que l’inte´gration par partie est une e´tape ne´cessaire pour de´montrer la conser-
vation de l’e´nergie. Prenons (pour l’exemple) de l’e´quation de Burgers 1D sans viscosite´. Pour
ve´rifier la conservation de l’e´nergie, on calcule :
∂
∂t
(∫ u(x)2
2
dx
)
=
∫
u∂tudx = −
∫
u2∂xudx = I (6.12)
80 Chapitre 6. Me´thodes nume´riques
C’est par inte´gration par partie que l’on montre que le dernier terme est nul et que l’e´nergie
est donc conserve´ :
I = −
∫
u2∂xudx = −
[
u3
]
+
∫
u∂xu
2dx = 0 + 2
∫
u2∂xudx = −2I (6.13)
Il en re´sulte que I = 0. La correction de l’aliasing permet d’effectuer ce calcul de fac¸on exacte
dans le domaine spectral (ce qui consiste simplement a` prendre f = u2 et g = u dans le calcul
pre´sente´ au dessus). Les me´thodes pseudo-spectrales ”de-aliase´es” conservent donc exactement
l’e´nergie.
6.1.4 Application a` l’e´quation de Navier-Stokes
Repre´sentation pseudo-spectrale
Les e´quations de Navier-Stokes 3D incompressible s’e´crivent :
∂tu+ (u · ∇)u = −∇p+ ν∆u , (6.14)
∇ · u = 0 . (6.15)
L’e´criture des coefficients des transforme´es de Fourier discre`tes et tronque´es se ge´ne´ralise a`
3D comme suit :
uˆN (k) =
1
N3
N3∑
n=1
u(xn)e−ik·xn (6.16)
On effectue le ”de-aliasing” (pour obtenir l’e´quivalence avec la troncature Galerkin) en annulant
les coefficients de Fourier uˆ(k) = 0 pour |k| > kmax. Ceci nous permet d’e´crire une equation
discre`te e´quivalente a` l’e´quation 1.10 pour Navier-Stokes :
∂tuˆα(k, t) = −νk2uˆα(k, t)− i2Pαβγ(k)
∑
p
uˆβ(p, t)uˆγ(k− p, t) (6.17)
ou` la convolution dans (6.17) est tronque´e a` supα |kα| ≤ kmax, supα |pα| ≤ kmax et supα |kα −
pα| ≤ kmax, et on de´finit : 
Pαβγ = kβPαγ + kγPαβ
Pαβ = δαβ − kαkβ/k2
(6.18)
Etapes de calcul
En notant L les termes line´aires et N les termes non line´aires faisant intervenir des produits
de convolution dans l’espace spectral, l’imple´mentation des e´tapes de calcul est la suivante :
- dans l’espace de Fourier, uˆN est connu a` l’instant t. On calcule la vorticite´ ωˆN de uˆN ,
- uˆN et ωˆN sont projete´s dans l’espace physique, ou` on calcule leur produit vectoriel NN (uN ),
6.2 Sche´mas temporels 81
- on projette NN (uN ) dans l’espace de Fourier avec troncature pour de´saliaser. On calcule
alors ∆−2
[
∇·
(
N̂N (uN )
)]
ce qui donne la ”pression cine´tique” (au signe pre`s) puis son gradient
que l’on soustrait au terme non-line´aire.
- On utilise enfin un sche´ma temporel explicite pour le terme N̂N (uN ) et implicite pour le
terme line´aire. On avance le temps, t devient t+ dt.
Le pas de temps se fait dans l’espace spectral. Il faut donc transformer une condition initiale
physique en sa transforme´e de Fourier discre`te pour faire le premier pas de temps.
6.2 Sche´mas temporels
Nous avons e´crit des codes pseudo-spectraux aux conditions aux limites pe´riodiques et a` base
de FFT [1] pour inte´grer des e´quations aux de´rive´es partielles de la forme :
∂u
∂t
= L(u) +N(u)
ou` L de´signe l’ope´rateur line´aire dans l’espace de Fourier et N le terme non line´aire. Nous
avons utilise´ des FFT cosinus-sinus pour nos codes pe´riodiques. Il restait a` pre´ciser la me´thode
d’inte´gration temporelle.
6.2.1 Euler implicite explicite
La me´thode de re´solution en temps est une me´thode des diffe´rences finies du second ordre.
Le pas de temps est effectue´ par un ”leapfrog” du second ordre pour le terme non line´aire, et
une diffe´rence implicite de Crank-Nicolson du second ordre pour le terme visqueux :
un+1 =
(1− νk2∆t)un−1 + 2∆t N(un)
1 + νk2∆t
Pour de´buter l’inte´gration temporelle, nous effectuons le pas de temps ”leapfrog” en divisant le
pas de temps par deux et tel que u−1 = u0, ce qui e´quivaut a` un pas de temps Euler pour u qui
est globalement d’ordre 1 :
u1 =
(1− νk2∆t/2)u0 +∆t N(u0)
1 + νk2∆t/2
∼ (1− νk2∆t)u0 +∆t N(u0) +O(∆t2)
6.2.2 Instabilite´s
Les pas de temps Euler implicite explicite me`nent a` des instabilite´s nume´riques de deux
types.
La premie`re vient du terme non line´aire. Conside´rons une perturbation un a un e´coulement
stationnaire U . Alors on effectue les pas de temps comme suit :
un+1 − un−1
2∆t
= −ikUun
Les solutions de l’e´quation caracte´ristique du second ordre en λ associe´e sont :
- si Uk ∗∆t < 1, λ = −iUk ∗∆t±√1− (Uk ∗∆t)2 dont le module vaut 1.
- si Uk∆t > 1, λ = −iUk ∗∆t ± i√−1 + (Uk ∗∆t)2, solutions imaginaires purs dont l’une est
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de module plus grand que 1, ce qui conduit a une divergence de la perturbation.
Cette instabilite´ est donc dite conditionnelle, puisqu’il suffit que Umaxkmax ∗∆t < 1 pour qu’elle
ne se de´veloppe pas. Il suffit donc de choisir un pas de temps suffisamment petit pour e´viter de
la voir se manifester.
Pour e´viter une instabilite´ venant des termes line´aires, on implicite le terme line´aire : Lun =
Lun+1−un−12 . Il n’y a alors plus de divergence possible puisque : un+1 = αun−1 ou α =
1+L∆t
1−L∆t est
de module infe´rieur a 1 (L = −νk2 est en effet ne´gatif). La seconde instabilite´ vient du leapfrog
e´galement. Au voisinage d’un point fixe attractif, un calcul identique au pre´ce´dent (avec α = iUk
reel) me`ne a une oscillation entre termes pair et impair de la vitesse. On re´sout cette nouvelle
instabilite´ en me´langeant les pas de temps pairs et impairs pe´riodiquement en introduisant une
e´tape de me´lange de la forme :
u˜(t) =
1
4
(u(t−∆t) + 2u(t) + u(t+∆t)) .
sans incre´menter le temps. Remarquons que ce sche´ma est invariant en ∆t→ −∆t.
6.2.3 Runge Kutta d’ordre 4
Une me´thode d’ordre 4 en temps remplac¸ant le mixing des pas de temps pairs et impairs
est utlise´e lors de la relaxation vers l’e´quilibre absolu de l’e´coulement de Taylor-Green re´gi par
l’e´quation d’Euler. En effet, le mixing pre´ce´dent conserve mal l’e´nergie. Nous avons imple´mente´ la
me´thode Runge-Kutta d’ordre 4 pre´sente´e dans le chapitre 15 de Numerical Recipies- Cambridge
University Press. Le sche´ma d’un pas Runge-Kutta d’ordre 4 consiste dans notre cas a` calculer
un+1 comme la somme ponde´re´e de 4 pas de temps Euler d’ordre 1 (introduit ci-dessus) :
un+1 = un +
k1
6
+
k2
3
+
k3
3
+
k4
6
avec :
k1 = Euler(un)
k2 = Euler(un + k1/2)
k3 = Euler(un + k2/2)
k4 = Euler(un + k3)
Ce pas de temps ne ne´cessite qu’un pas de temps ante´rieur pour eˆtre mis en oeuvre. Il
permet ainsi d’e´viter tout mixing puisque les pas de temps pairs et impairs sont automatiquement
recouple´s par un tel pas de temps : les e´ventuelles instabilite´s sont ainsi pe´riodiquement annule´es.
Dans la perspective de conserver au mieux l’e´nergie, il aurait e´te´ pre´fe´rable d’effectuer tous
les pas de temps en Runge-Kutta d’ordre 4. Mais ce pas de temps est couteux. On a donc
choisi d’utiliser ce pas de temps peu fre´quemment, mais assez souvent pour tuer les e´ventuelles
instabilite´s du ”leapfrog” : tous les 23 pas de temps. On peut comparer le gain en pre´cision par
rapport a` un mixing, et aussi mesurer la pre´cision que l’on pourrait atteindre en n’effectuant
que des Runge-Kutta.
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Figure 6.1 – Ve´rification de la conservation de l’e´nergie pour les diffe´rentes re´solutions (pas Euler
pe´riodiquement remplace´ par un Runge-Kutta d’ordre 4). L’e´nergie initiale de chaque simulation vaut
1/8.
6.3 Syme´tries du Taylor Green et optimisation du code
Le Vortex de Taylor-Green force´ est l’e´coulement qui s’e´tablit a` partir de la condition initiale
u(t=0) = vTG, en suivant la dynamique de Navier-Stokes, ou` vTG repre´sente :
vX
TG = sin(x) cos(y) cos(z)
vY
TG = − cos(x) sin(y) cos(z) (6.19)
vZ
TG = 0
L’e´coulement ainsi de´fini pre´sente des syme´tries :
– re´flection dans les plans x = 0, pi; y = 0, pi; z = 0, pi
– invariances par rotation : ∗ pi/2 autour de l’axe x = y = pi/2
∗ pi autour de l’axe x = z = pi/2
∗ pi autour de l’axe y = z = pi/2
C’est cet ensemble de syme´trie qui est imple´mente´ dans le code ”syme´trique”. La syme´trie
de rotation de pi/2 peut eˆtre supprime´e en prenant 3 composantes inde´pendantes de la vitesse.
Par ailleurs, les syme´tries de rotation de pi peuvent eˆtre supprime´es en prenant des champs dont
toutes les composantes de Fourier sont soit des sinus soit des cosinus, inde´pendants paires ou
impaires (et non toutes soit paires soit impaires comme c’est le cas dans le code syme´trique).
Les syme´tries du champ de vitesse du Taylor-Green (TG) (6.19) mises en oeuvre dans notre
code sont des syme´tries de rotation d’angle pi autour des axes (x = z = pi/2), (y = z = pi/2)
et (x = y = pi/2), ainsi que des syme´tries miroir par rapport aux plans x = 0, pi, y = 0, pi,
z = 0, pi. La vitesse d’advection est paralle`le a` ces plans qui forment les cote´s d’une” boite
imperme´able” qui confine l’e´coulement. Il a e´te´ de´montre´ dans la re´ference [5] que ces syme´tries
sont e´quivalentes au de´veloppement de Fourier suivant pour le champs de vitesse u(x, y, z, t),
84 Chapitre 6. Me´thodes nume´riques
solution des e´quations de Navier-Stokes avec pour conditions initiales vTG (6.19) :
ux(x, y, z, t) =
N−1∑
m=0
N−1∑
n=0
N−1∑
p=0
uˆx(m,n, p, t) sinmx cosny cos pz,
uy(x, y, z, t) =
N−1∑
m=0
N−1∑
n=0
N−1∑
p=0
uˆy(m,n, p, t) cosmx sinny cos pz,
uz(x, y, z, t) =
N−1∑
m=0
N−1∑
n=0
N−1∑
p=0
uˆz(m,n, p, t) cosmx cosny sin pz
ou` uˆ(m,n, p, t) est nul a` moins que m,n, p soient tous des entiers soit pairs, soit impairs. Il
existe d’autres relations entre les coefficients du de´veloppement correspondant aux syme´tries
par rotation (e´voque´es plus haut) d’angle pi/2 autour des axes (x = y = pi/2) :
uˆx(m,n, p, t) = (−1)ruˆy(n,m, p, t),
uˆz(m,n, p, t) = (−1)ruˆz(n,m, p, t)
avec r = 1 si m,n, p sont tous impairs et r = 2 si m,n, p sont tous pairs.
Ces relations nous permettent ainsi de ne calculer que 2 composantes sur sur les 3 du champs de
vitesse. L’utilisation d’un de´veloppement sur des entiers tous pairs ou tous impairs permet de
gagner un facteur 4 en taille me´moire et temps cpu. De plus, les transforme´es de Fourier sinus-
cosinus permettent de gagner un facteur 8 en temps par rapport a` des transforme´es de Fourier
pe´riodiques ge´ne´rales. Le gain total est un facteur 48 en encombrement me´moire et temps cpu.
6.4 Me´thode Monte Carlo
6.4.1 Ge´ne´rateur de nombre ale´atoire
Le ge´ne´rateur de nombre ale´atoire a e´te´ trouve´ dans la re´fe´rence [57].
6.4.2 Ge´ne´ration de conditions initiales ale´atoires
Pour ge´ne´rer des champs de vitesse dans l’espace spectral ayant sur chaque mode une dis-
tribution ale´atoire gaussienne, il nous faut utiliser le ge´ne´rateur de nombre ale´atoire pre´ce´dent,
puis adapter le champ cre´e´ aux conditions d’incompressibilite´ : cela revient simplement a` proje-
ter ce champ de vitesse sur les fonctions de divergence nulle (gra`ce au projecteur Pαβ introduit
par l’e´quation 6.18). Enfin il faut normaliser le champ pour fixer sa tempe´rature.
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Abstract
The analyticity stripmethod is used to trace complex singularities in direct numerical simulations of theKida–Pelz
and Taylor–Green flows, performed with up to 20483 collocation points. Oscillations found in the Kida–Pelz energy
spectrum are attributed to interferences of complex singularities. A generalized least-square fit that separates out
the oscillations from the measure of the width of the analyticity strip ! is introduced. Using the available resolution,
! is found to decay exponentially in time up to t = 1.25. It is argued that resolutions in the range 163843–327683
(within reach of the Earth Simulator) are needed to really probe the Pelz singularity at t ∼ 2.
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1. Introduction
The existence of a finite-time infinite-vorticity singularity in three-dimensional incompressible Euler
flow developing from smooth initial conditions is still an openmathematical problem (Frisch et al., 2003).
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One possible approach to this problem is the so-called analyticity strip method (Sulem et al., 1983). The
basic idea of this method is to trace complex singularities numerically on direct numerical simulations
(DNS) of the Euler equation with enough spatial resolution to capture the exponential tails in the Fourier
transforms. The logarithmic decrement of the energy spectrum at high-k is twice the width !(t) of the
analyticity strip of the velocity field and the problem of blowup reduces to check if !(t) vanishes in a
finite time.
This method has been applied to three-dimensional Euler flows generated by the Taylor and Green
(1937) (TG) initial conditions, with resolutions 2563 (Brachet et al., 1983) and 8643 (Brachet et al.,
1992). It was observed that, after an early transient period, the width of the analyticity strip of the velocity
field decayed exponentially in time.
The Kida–Pelz (KP) flowwas introduced byKida (1985). It has all the symmetries of the TG vortex and
also displays additional symmetries that make it invariant under the full octahedral group (Pelz, 2001).
This flow was used by Pelz (2003), Pelz and Gulak (1997a, b), Boratav and Pelz (1994b) to study the
problem of Euler blowup, using temporal Taylor series expansions. It was also used by Boratav and Pelz
(1994a) to make DNS of viscous turbulence.
It has been argued by Kerr (1993) that more symmetries than the ones present in the TG vortex are
needed in order to observe a singularity. Thus, the KP flow could well be a better candidate for finite time
singularity than the TG flow.
The main purpose of this paper is to apply the analyticity strip method to DNS of the TG and KP flows
with resolutions up to 20483. It will turn out to be necessary to generalize the least square fit used to
extract !(t) from the energy spectrum so that the fit takes into account oscillations that are found in the
KP energy spectrum.
The paper is organized as follows. Section 2 contains a short description of the (standard) numerical
methods used to integrate the Euler equation. Section 3 contains the generalization of the least square fit
and numerical results. Finally Section 4 is our conclusion.
2. Numerical approach
The three-dimensional incompressible Euler equations,
!v
!t
+ (v · ∇)v =−∇p, (1)
∇ · v = 0 (2)
with (2"-periodic) initial data are solved numerically using standard (Gottlieb and Orszag, 1977) pseudo-
spectral methods with resolution N. Time marching is done with a second-order leapfrog finite-difference
scheme. The solutions are dealiased by suppressing, at each time step, the modes for which at least one
wave-vector component exceeds two-thirds of the maximum wave-number N/2 (thus a 20483 run is
truncated at kmax=682). Symmetries are used in a standard way (Brachet et al., 1983) to reduce memory
storage and speed up computations.
Two types of computations, corresponding to different initial conditions, are carried out. The first
type concerns the Taylor–Green vortex (Taylor and Green, 1937) which is the incompressible
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three-dimensional flow developing from the single-mode initial data
uTG = sin(x) cos(y) cos(z), vTG = −uTG(y,−x, z), wTG = 0. (3)
The second type of runs concerns the Kida–Pelz (Kida, 1985; Pelz, 2001; Boratav and Pelz, 1994b) flow,
that develops from the initial data
uKP= sin(x)(cos(3y) cos(z) − cos(y) cos(3z)), vKP = uKP(y, z, x), wKP = uKP(z, x, y). (4)
Series of runs are made for the two flows by varying the resolution N.
Two quantities are extracted from the runs, in order to monitor the time-evolution of the flows. The
energy spectrum is defined by averaging vˆ(k′, t) (the spatial Fourier transform of the solution to Eq. (1))
on spherical shells of width !k = 1,
E(k, t) = 1
2
∑
k−!k/2<|k′|<k+!k/2
|vˆ(k′, t)|2 (5)
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Fig. 1. Enstrophy !(t)and its normalized time derivative S(t) (see Eq. (7)) for the TG flow (left) and KP flow (right) at various
resolutions.
90 Chapitre 7. Articles publie´s
242 C. Cichowlas, M.-E. Brachet / Fluid Dynamics Research 36 (2005) 239–248
and the enstrophy !(t) = ∫∞0 k2E(k, t) dk, that is computed directly (i.e. without shell averaging) as
!(t) = 1
2
∑
k′
|vˆ(k′, t)|2k′2. (6)
Fig. 1 displays the time variation of the enstrophy !(t) and of its normalized time derivative
S(t) =
(
135
98
)1/2
!−3/2 d!
dt
(7)
(which identifies with the skewness when isotropy is assumed (Brachet et al., 1983)).
Note that (7) implies !(t)−1/2 = !(0)−1/2 − (392/135)1/2 ∫ t0 ds S(s). Thus S(t) should tend to zero
when t goes to infinity in order to prevent a finite-time blowup of the enstrophy. Such a decay is not
visible in Fig. 1. The integration time is in fact too short to reveal the asymptotic behavior of S and !. We
will see below that more resolution is needed to extend the integration time.
3. Tracing complex singularities
When the velocity field is analytic, the energy spectrum E(k, t) decays exponentially at large k (with a
possible algebraic prefactor). The logarithmic decrement is twice the width "(t) of the analyticity strip of
the solution continued to complex spatial variables. The basic idea of the analyticity strip method (Sulem
et al., 1983) is to trace the temporal behavior of "(t) in order to obtain evidence for or against blowup.
In order to extract "(t) from the numerical integrations a least-square fit is performed on the logarithm
of the computed energy spectrum, using the functional form
log(E(k, t)) = C − n log(k)− 2"k. (8)
The error on the fit interval k1!k!k2,
#2 = ∑
k1!ki !k2
(log(E(ki, t))− (C − n log(ki)− 2"ki))2 (9)
is minimized by solving the equations !#2/!C = 0, !#2/!n= 0 and !#2/!"= 0. Note that these equations
are linear in the fit parameters C, n and ".
Examples of KP and TG energy spectra to be fitted in such a way are presented in Fig. 2. It is apparent
on the figure that resolution-dependent spectral even–odd oscillations are present, at certain times, on the
TG energy spectrum. Note that this behavior is controlled by the round-off error ∼ 10−15. For a given
precision and resolution, the maximum time up to which the simulation is reliable should be the first
instance at which the value of the spectrum at the highest wavenumber becomes comparable to the square
of the round-off error. However, these round-off errors only affect the highest wavenumbers of the TG
energy spectrum. They are eliminated by averaging the TG spectrum on shells of width !k = 2 before
performing the fit (Brachet et al., 1983). Note that longer period oscillations are visible on the KP energy
spectra, but that no strong resolution-dependent effect can be seen.
The measure of "(t) is reliable as long as it remains larger than a few mesh sizes, a condition required
for the smallest scales to be accurately resolved and spectral convergence ensured. Thus only the fits
giving a value of " such that "kmax> 2 will be considered.
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Fig. 2. Energy spectra at resolutions 2563, 5123, 10243 and 20483; the spectral cut-off is indicated, for each resolution, by the
vertical dotted-lines. Left TG flow at t = (1.3, 1.9, 2.5, 2.9, 3.4, 4.0); right KP flow at t = (0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 1.1, 1.5).
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Fig. 3. Time evolution of decrement ! and prefactor n for TG flow (left) and KP flow (right) at various resolutions (see Eq. (8)).
Fits are performed within the intervals k = 5 to min(k∗, N/3), where k∗ =minE(k)<10−32 (k) marks the beginning of roundoff
noise at short times.
Fig. 3 displays the values of ! and n for the TG and KP flows. It is visible that, after a short transient
period, the TG flow !(t) decays like
!(t)= !TG0 e−t/TTG (10)
92 Chapitre 7. Articles publie´s
244 C. Cichowlas, M.-E. Brachet / Fluid Dynamics Research 36 (2005) 239–248
with a characteristic decay time TTG = 0.56 and !TG0 = 2.70, up to a time t = 3.7 at resolution 20483
when it becomes comparable to twice the smallest resolved scale.
In contrast, it is apparent on the right pannels of Fig. 3 that the behavior of ! and n in the KP flow is
erratic and that their values are not stable when the resolution is changed. This happens even though the
higher resolution energy spectrum has identical low-wavenumber values than the lower resolution energy
spectrum (see Fig. 2). This kind of behavior is possible only if some kind of systematic error is present
in the fit procedure. It is plausible that this error comes from the long period oscillations slightly visible
on the KP energy spectra displayed in Fig. 2.
In order to take this oscillation into account, we generalize the functional form of (8) to
log(E(k, t)) = C − n log(k)− 2!k + a cos
(
2"
k
kp
)
. (11)
The least square fit equations determining the values of the parameters C, n, ! and a are linear but the
one determining kp is non-linear. In practice we determine C, n, ! and a for an assumed value of kp and
search for the minimum of the sum of the square of the errors as a function of kp.
Note that assuming interferences from two complex singularities with the same value of ! but spatial
positions differing by 2!i and contrast factor a would yield contributions to the energy spectrum of the
form
E(k) ∼ e−2!k(1+ a cos 2!ik). (12)
Expanding the log of this expression to the first order in a yields the additional term present in (11), with
kp = "/!i .
The presence of a contrast factormay be understood, as in optics, by considering interfering singularities
that are not punctual but extended objects. Indeed there is good numerical evidence (Frisch et al., 2003)
that complex singularities of the two-dimensional Euler equations arere situated on regular 1Dmanifolds.
Note that, in the case of the viscous 1-D Burgers equation, where the nature of the complex singularities
(isolated poles) is well-understood, there is another way than the present fitting procedure to disentangle
the information on ! from the oscillating energy spectrum (Kida, 1986). However in the Burgers case the
contrast factor a is constantly high.
The residual oscillating part of the data, together with the fit, are displayed in Fig. 4. It is clear by
inspection of the figure that the quality of the fit is correct.
It is apparent in Fig. 5 that the erratic behavior of ! and n manifest in Fig. 3 has been corrected by
the extended fit (11). Perhaps the most salient effect is observed on n. The resolution dependent sharp
maxima of n visible in Fig. 3 are not present in Fig. 5. The corresponding behavior of ! has also been
smoothed out.
The fitted singularity separation parameter !i = "/kp and amplitudes a are also presented in Fig. 5.
!i appears to decay exponentially in time (with !i(t) = 0.30e−t/0.271 up to a time t = 1.25 at resolution
20483).The amplitudes have resolution dependentmaxima that happen at the same time than the resolution
dependent maxima of the uncorrected n (see Fig. 3). It is easy to check out that these maxima happen
when kp ∼ kmax.
This point is easily understood as follows. When kp>kmax, the oscillations are averaged out in the
uncorrected fit (8) and both corrected and uncorrected fits give the same values of n and !. In the opposite
regime kp?kmax no oscillations can be detected on the available data. In the intermediate regime, when
kp approaches kmax from below, the curvature of the spectrum caused by the oscillation is seen by the
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Fig. 4. Left: Fit of spectral oscillations of KP flow (t=0.8, resolution 20483) dots: residual !=log(E(k, t))−(C−n log(k)−2"k);
solid line: amplitude term a cos(2# kkp ) (see Eq. (11)). Right: time evolution of uncorrected decrement " (Eq. (8): cross +),
corrected decrement (Eq. (11), circle ◦) and its exponential fit from t = 0.1 to t = 1.25 (solid line).
0 0.5 1 1.5
0.001
0.01
0.1
1
"
i
1.5
0
0.25
0.5
0.75
1
a
0 0.5 1 1.5
0 0.5 1
time
0 0.5 1 1.5
time
0.001
0.01
0.1
1
"
2
3
4
5
6
n
  256
  512
1024
2048
  256
  512
1024
2048
 Resolution
       256
       512
     1024
     2048
Fig. 5. Time evolution of corrected decrement ", corrected prefactor n, oscillation amplitude a and separation parameter "i=#/kp
for KP flow at various resolutions N (see Eq. (11)). Fits are performed within the intervals k = 5 to min(k∗, N/3), where
k∗ =minE(k)<10−32 (k) marks the beginning of roundoff noise at short times.
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Fig. 6. Left: quadratic error !2, normalized by the number of fitted points, corresponding to the 3 different least-square fits at
resolution 20483. Right: comparison of amplitudes a. Square, Eq. (8); cross, Eq. (11); circle, Eq. (12).
uncorrected fit as a change in the n term in (8). The corrected fit (11) does a better job separating out, in
this regime, the oscillation from the curvature.
Using the data on " obtained from the corrected fit (see Fig. 4), we obtain that "(t) decays like
"(t)= "KP0 e−t/TKP (13)
with a characteristic decay time TKP = 0.24 and "KP0 = 1.02, up to a time t = 1.25 at resolution 20483,
where the corrected fit begins to be affected.
By inspection of Fig. 5 it is apparent that the amplitude a of the fit near its maxima almost reaches
one, which is not consistent with the approximation (i.e. using a>1 to expand the log of (12)) needed to
derive (11). This suggests that a fit using the logarithm of (12) may give an even better result. In order to
investigate this point, we have performed these logarithmic fits. Note that this necessitates to search for
the minimum of a 2-parameter function (see the discussion below Eq. (11)).
The results are presented in Fig. 6. It is apparent, by inspection of the figure, that the quality of the fit,
measured by the quadratic error !2, normalized by the number of fitted points, is much improved when
the oscillations are taken into account. However, the level of improvement is not sensibly changed by
replacing the 1-parameter non-linear fit Eq. (11) by the 2-parameter non-linear fit Eq. (12). The behavior
of " and n are not sensibly affected (data not shown) but the amplitude a is decreased when using the
logarithm of (12).
4. Conclusion
In summary, complex singularities in DNS (resolutions up to 20483) of TG and KP flows, have been
traced, using the analyticity strip method. The energy spectra fit procedure had to be generalized to take
into account oscillations caused by interferences between complex singularities. Exponential-in-time
decay of " is found for both flows.
The temporal Taylor series expansions estimates for the Pelz singularity time t∗P given by Pelz (2003),
Pelz and Gulak (1997a, b), Boratav and Pelz (1994b) are t∗P ∼ 2.
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We now estimate, using data generated by the present DNS with resolution up to 20483, how much
resolution is needed to reach t∗P , assuming that the exponential regime (13) persists in time. The condition
that !kmax = 2 reads !kmax = N/3!KP0 e−t
∗
P/TKP = 2 and its solution is N = 6e2/TKP/!KP0 = 24 472. Note
that the same condition !ikmax = 2 applied to the imaginary part of singularities yields N = 32 074,
a more stringent condition.
Thus DNS performed with resolutions in the range 163843–327683 would really probe the Pelz sin-
gularity at t∗P ∼ 2. Assuming a real singularity at this time, they should display a numerically-reliable
faster-than-exponential decay of !(t).
General periodic turbulent flows have been simulated with resolutions up to 40963 on the Earth Sim-
ulator (Kaneda et al., 2003). Efficient implementation of the TG and KP symmetries reduce memory
storage and speed up computation allowing a gain in resolution up to a factor 4 in each spatial direc-
tion (Brachet et al., 1983). Thus KP simulations with resolutions 163843 are within reach of the Earth
Simulator.
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Abstract The analyticity strip method is used to trace complex singularities in direct numerical simulations of the Taylor-
Green flows, performed with up to 20483 collocation points. No indication of finite-time real singularity is found.
Simulations are also carried out beyond the time at which the truncated equations cease to approximate the original
Euler equations. Kolmogorov-like turbulence is then obtained during an intermediate regime of the spontaneous
relaxation of (time-reversible) spectrally-truncated Euler equations towards absolute equilibrium.
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1. Introduction
The purpose of the present contribution is to study the dynamics of spectrally truncated 3-D incompress-
ible Euler flows. Two quite different regimes are investigated.
The first regime is related to the possible existence of a finite-time infinite-vorticity singularity in three-
dimensional incompressible Euler flow developing from smooth initial conditions. This is still an open
mathematical problem (Frisch et al., 2003). One possible approach to the problem is the so-called analyticity
strip method (Sulem et al., 1983). The basic idea of this method is to trace complex singularities numerically
on direct numerical simulations (DNS) of the Euler equation with enough spatial resolution to capture the
exponential tails in the Fourier transforms. The logarithmic decrement of the energy spectrum at high-k is
twice the width δ(t) of the analyticity strip of the velocity field and the problem of blowup comes down
to checking if δ(t) vanishes in a finite time. This method has been applied to three-dimensional Euler
flows generated by the Taylor & Green (1937) (TG) initial conditions, with resolutions 2563 (Brachet et al.,
1983) and 8643 (Brachet et al., 1992). It was observed that, after an early transient period, the width of
the analyticity strip of the velocity field decayed exponentially in time. In this contribution we present
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simulations performed with up to 20483 collocation points; no indication of finite-time real singularity is
found.
The second regime of the spectrally truncated Euler flow is obtained by carrying out the integration be-
yond the time at which the truncated equations cease to approximate the original Euler equations. It is well
known (Kraichnan, 1973; Orszag, 1977) that the (spectrally) truncated Euler equations admit statistically
stationary exact solutions, the so-called absolute equilibria, with Gaussian distribution f∗ and energy spec-
tra E(k) proportional to k2. The dynamics of spectrally truncated time reversible nonlinear equations has
already been studied in the particular cases of 1-D Burgers-Hopf models (Majda & Timofeyev, 2000) and
2-D quasi-geostrophic flows (Majda & Abramov, 2003). A central point in these studies was the nature of
the statistical equilibrium that is achieved at large times (Orszag, 1977) . Several equilibria are a priori pos-
sible because both (truncated) 1-D Burgers-Hopf and 2-D quasi-geostrophic flow models admit, besides the
energy, a number of additional conserved quantities. The case of spectrally truncated 3-D incompressible
Euler flows is of a different nature because (except for helicity that identically vanishes for the flows consid-
ered here) there is no known additional conserved quantity (Frisch, 1995). The equilibrium is thus unique.
In this contribution we present simulations displaying Kolmogorov-like turbulence during an intermediate
regime of the spontaneous relaxation toward this equilibrium.
This article is organized as follows: Section 2 is a short review of (standard) basic definitions and numer-
ical algorithms. The singularity problem is addressed in Section 3 and the turbulent regime is presented in
Section 4. Finally Section 5 is our conclusion.
2. Definition of the system
The three-dimensional incompressible Euler equations,
∂tv + (v ·∇)v = −∇p , (1)
∇ · v = 0 , (2)
with (2pi-periodic) initial data are solved numerically using standard (Gottlieb & Orszag, 1977) pseudo-
spectral methods with resolution N . Time marching is done with a second-order leapfrog finite-difference
scheme. Fourth-order Runge-Kutta method is used to start the leapfrog and to periodically couple even and
odd time steps. The solutions are dealiased by suppressing, at each time step, the modes for which at least
one wave-vector component exceeds two-thirds of the maximum wavenumber N/2 (thus a 10243 run is
truncated at kmax = 341). Symmetries are used in a standard way (Brachet et al., 1983) to reduce memory
storage and speed up computations.
The computations are carried out using the (incompressible) Taylor-Green vortex (Taylor & Green, 1937)
single–mode initial conditions,
uTG = sin(x) cos(y) cos(z) , vTG = −uTG(y,−x, z) , wTG = 0 . (3)
Series of runs are made by varying the resolution N .
In order to monitor the time-evolution of the flows we periodically extract from the computation the
energy spectrum, defined by averaging vˆ(k′, t) (the spatial Fourier transform of the solution to Eq. (1)) on
spherical shells of width ∆k = 1,
E(k, t) =
1
2
∑
k−∆k/2<|k′|<k+∆k/2
|vˆ(k′, t)|2. (4)
3. Initial dynamics of complex singularities
When the velocity field is analytic, the energy spectrum E(k, t) decays exponentially at large k (with a
possible algebraic prefactor). The logarithmic decrement is twice the width δ(t) of the analyticity strip of
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the solution continued to complex spatial variables. The basic idea of the analyticity strip method (Sulem
et al., 1983) is to trace the temporal behavior of δ(t) in order to obtain evidence for or against blowup.
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Figure 1. Energy spectra at t = (1.3, 1.9, 2.5, 2.9, 3.4, 4.0) and resolutions 2563, 5123, 10243 and 20483; the spectral cut-off
is indicated, for each resolution, by the vertical dotted-lines. Left: Lin-Log, right: Log-Log.
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Figure 2. Time evolution of decrement δ (left) and exponent n (right) for TG flow at various resolutions (see Eq. 5). Fits are
performed within the intervals k = 5 tomin(kR, N/3), where kR = minE(k)<10−32(k) marks the beginning of roundoff noise at
short times (t ≤ 2.6, see Fig. 1).
In order to extract δ(t) from the numerical integrations a least-square fit is performed on the logarithm of
the computed energy spectrum, using the functional form,
Log(E(k, t)) = C − nLog(k)− 2δk . (5)
The error on the fit interval k1 ≤ k ≤ k2,
χ2 =
∑
k1≤ki≤k2
(Log(E(ki, t))− (C − nLog(ki)− 2δki))
2 (6)
is minimized by solving the equations ∂χ2/∂C = 0, ∂χ2/∂n = 0 and ∂χ2/∂δ = 0. Note that these
equations are linear in the fit parameters C , n and δ.
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Examples of energy spectra to be fitted in such a way are presented on Fig. 1. It is apparent on the figure
that resolution-dependent spectral even-odd oscillations are present, at certain times, on the TG energy
spectrum. Note that this behavior is produced by the round-off error ∼ 10−15. For a given precision and
resolution, the maximum time up to which the simulation is reliable should be the first instance at which the
value of the spectrum at the highest wavenumber becomes comparable to the square of the round-off error.
However, these round-off errors only affect the highest wavenumbers of the TG energy spectrum. They are
eliminated by averaging the TG spectrum on shells of width ∆k = 2 before performing the fit (Brachet
et al., 1983).
The measure of δ(t) is reliable as long as it remains larger than a few mesh sizes, a condition required for
the smallest scales to be accurately resolved and spectral convergence ensured. Thus only the fits giving a
value of δ such that δkmax > 2 will be considered. Fig. 2 displays the values of δ and n for the flow. It is
visible that, after a short transient period, δ(t) decays like
δ(t) = δTG0 e
−t/TTG (7)
with a characteristic decay time TTG = 0.56 and δTG0 = 2.70, up to a time t = 3.7 at resolution 2048
3
when it becomes comparable to twice the smallest resolved scale.
4. Subsequent turbulent behavior
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Figure 3. Energy spectra, top: resolution 10243 at t = (6.5, 8, 10, 14) (!,+,◦,∗); bottom: resolutions 2563 (triangle $), 5123
(cross ×) and 10243 (cross +) at t = 8, the dashed line indicates k2 scaling.
To rephrase the conclusion of the preceding section, for times larger than t = 3.7 the solution to the 20483
spectrally truncated equations becomes sensitive to the spectral cutoff and therefore stops approximating the
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solution to the full (untruncated) Euler equations. The numerical integration can nevertheless be continued;
however, it is not clear what physical system (if any) the truncated equations represent in this regime.
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Figure 4. Time evolution of kmin (left vertical axis) and Eth (right vertical axis) at resolutions 256
3 (triangle !), 5123 (cross
×) and 10243 (cross +).
The first effect of the spectral truncation is to accumulate energy near the cutoff and the spectrum stops
being decreasing at high-k. Shortly after this crisis, the high-k spectrum becomes proportional to k2 and
this region then spreads to lower wavenumbers.
As already mentioned in the introduction, it is well known (Kraichnan, 1973; Orszag, 1977) that the
spectrally truncated Euler equations (1), (2) admit statistically stationary exact solutions, the so-called ab-
solute equilibria, with Gaussian distribution and energy spectra proportional to k2. It thus appears that the
truncated 3-D Eulerian dynamics is relaxing toward that equilibrium.
Figure 3 displays the time evolution (top) and resolution dependence (bottom) of the energy spectra at
later times. It is apparent that a wavenumber kmin (such that E(k) ≥ E(kmin)) spontaneously appears in
the flow. The modes with k > kmin appear to be in absolute equilibrium (see the dashed line at the bottom
of the figure). Defining the thermalized (or dissipated) energy Eth by
Eth(t) =
∑
kmin<k
E(k, t) , (8)
the time evolutions of kmin and Eth are presented on Fig. 4. It is apparent on the figure that, for all
resolutions, kmin decreases and Eth increases with time and that, for all times, kmin increases and Eth
decreases with the resolution.
A first hint for Kolmogorov behavior is given by the energy dissipation rate,
ε(t) =
dEth(t)
dt
. (9)
Indeed, perhaps one of the main quantitative results of this paper is the excellent agreement of the energy
dissipation rate shown on Fig. 5 (top) with the corresponding data in the viscous TG flow (see Fig. 7 in
(Brachet et al., 1983) and Fig. 5.12 in (Frisch, 1995)). Both the time for maximum energy dissipation
tmax " 8 and the value of the dissipation rate at that time "(tmax) " 1.5 10−2 are in quantitative agreement.
A confirmation for Kolmogorov behavior around tmax is displayed on Fig. 5 (bottom). The value of the
inertial-range exponent n, obtained by a low-k least square fit of the log of the energy spectrum with the
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Figure 5. Temporal evolution of, top: energy dissipation ε; bottom: k−n inertial range prefactor n at resolutions 2563 (triangle
!), 5123 (cross ×) and 10243 (cross +).
function cte. − n log(k), is close to 5/3 (horizontal dashed line) when t " tmax. Assuming Kolmogorov
scaling E(k) ∼ ε2/3k−5/3 in the k < kmin range and absolute equilibrium E(k) ∼ 3k2Eth/k3max in the
k > kmin range, one obtains (Cichowlas et al., 2005) a first estimation km for the observed wavenumber
kmin,
km ∼
(
ε
E3/2th
)2/11
k9/11max . (10)
The ratio kmin/km is displayed on Fig. 6. It is seen to be reasonably constant on the figure.
5. Discussion and conclusion
In summary, complex singularities in DNS (resolutions up to 20483) of Taylor Green flow have been
traced with the analyticity strip method. Note that the so called Kida-Pelz flow Kida (1985); Pelz (2001)
has also been investigated in this way by Cichowlas & Brachet (2005) using a generalized energy spectra fit
procedure needed to take into account oscillations caused by interferences between complex singularities.
Using resolutions up to 20483, exponential-in-time decay of δ was also found for this flow.
Considering the truncated equations as a dynamical system in its own right, even when its solutions do
not approximate solutions to the original Euler equations, we have observed the emergence of Kolmogorov-
like turbulence during an intermediate regime of the spontaneous relaxation towards absolute equilibrium.
Scaling laws have also been obtained for the dissipative effects that spontaneously appear in this time-
reversible system. Let us finally remark that the temporal fluctuations around the equilibria are related to the
equilibrium correlation functions by a fluctuation dissipation theorem. This point was used by Cichowlas
et al. (2004), together with Monte-Carlo simulations, to estimate the magnitude of the dissipative effects.
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Figure 6. Time evolution of the ratio kmin/km at resolutions 2563 (triangle∆), 5123 (cross ×) and 10243 (cross +).
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A new transient regime in the relaxation towards absolute equilibrium of the conservative and time-
reversible 3D Euler equation with a high-wave-number spectral truncation is characterized. Large-scale
dissipative effects, caused by the thermalized modes that spontaneously appear between a transition wave
number and the maximum wave number, are calculated using fluctuation dissipation relations. The large-
scale dynamics is found to be similar to that of high-Reynolds number Navier-Stokes equations and thus
obeys (at least approximately) Kolmogorov scaling.
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Turbulence has been observed in inviscid and conserva-
tive systems, in the context of (compressible) low-
temperature superfluid turbulence [1–3]. This behavior
has also been reproduced using simple (incompressible)
Biot-Savart vortex methods, which amount to Eulerian
dynamics with ad hoc vortex reconnection [4]. The pur-
pose of this Letter is to study the dynamics of spectrally
truncated 3D incompressible Euler flows. Our main result
is that the inviscid and conservative Euler equation, with a
high-wave number spectral truncation, has long-lasting
transients that behave just as those of the dissipative
(with generalized dissipation) Navier-Stokes equation.
This is so because the thermalized modes between some
transition wave number and the maximum wave number
can act as a fictitious microworld providing an effective
viscosity to the modes with wave numbers below the
transition wave number.
We thus study general solutions to the finite system of
ordinary differential equations for the complex variables
v^!k" [k is a 3D vector of relative integers !k1; k2; k3"
satisfying sup!jk!j # kmax]
@tv^!!k; t" $ % i2P!"#!k"
X
p
v^"!p; t"v^#!k% p; t"; (1)
where P !"#$k"P!#&k#P!" with P!"$$!"%k!k"=
k2 and the convolution in (1) is truncated to sup!jk!j #
kmax, sup!jp!j # kmax, and sup!jk! % p!j # kmax.
This system is time reversible and exactly conserves the
kinetic energy E $ PkE!k; t", where the energy spectrum
E!k; t" is defined by averaging v on spherical shells of
width !k $ 1,
E!k; t" $ 1
2
X
k%!k=2<jk0j<k&!k=2
jv^!k0; t"j2: (2)
The discrete Eq. (1) is classically obtained [5] by per-
forming a Galerkin truncation [v^!k" $ 0 for sup!jk!j #
kmax] on the Fourier transform v!x; t" $ P v^!k; t"eik'x of a
spatially periodic velocity field obeying the (unit density)
three-dimensional incompressible Euler equations,
@tv& !v 'r"v $ %rp; r ' v $ 0: (3)
The short-time, spectrally converged truncated Eulerian
dynamics (1) has been studied [6,7] to obtain numerical
evidence for or against blowup of the original (un-
truncated) Euler Eq. (3). We study here the behavior of
solutions of (1) when spectral convergence to solutions of
(3) is lost. Long-time truncated Eulerian dynamics is rele-
vant to the limitations of standard simulations of high-
Reynolds number (small viscosity) turbulence that are
performed using Galerkin truncations of the Navier-
Stokes equation [8].
Equation (1) is solved numerically using standard [9]
pseudospectral methods with resolution N. The solutions
are dealiased by spectrally truncating the modes for which
at least one wave-vector component exceeds N=3 (thus a
16003 run is truncated at kmax $ 534). This method allows
the exact evaluation of the Galerkin convolution in (1) in
only N3 logN operations. Time marching is done with a
second-order leapfrog finite-difference scheme, even and
odd time steps are periodically recoupled using fourth-
order Runge-Kutta.
To study the dynamics of (1), we use the so-called
Taylor-Green [10] single-mode initial condition of (3)
uTG $ sinx cosy cosz, vTG $ %uTG!y;%x; z", wTG $ 0.
Symmetries are employed in a standard way [11] to reduce
memory storage and speed up computations. Runs were
made with N $ 256, 512, 1024, and 1600.
Figure 1 displays the time evolution (top) and resolution
dependence (bottom) of the energy spectra. Each energy
spectrum E!k; t" admits a minimum at k $ kth!t"< kmax, in
sharp contrast with the short-time (t # 4) spectrally con-
verged Eulerian dynamics (data not shown, see [7,11]). For
k > kth!t" the energy spectrum obeys the scaling law
E!k; t" $ c!t"k2 (see the dashed line at the bottom of the
figure). The dynamics thus spontaneously generates a scale
separation at wave number kth!t". Figure 1 also shows that
kth slowly decreases with time. For fixed k inside the k2
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scaling zone E!k; t" increases with time but E!k; t" de-
creases with time for k close (but inferior) to kth!t".
The traditionally expected [5,12] asymptotic dynamics
of the system is to reach an absolute equilibrium, which is a
statistically stationary exact solution of the truncated Euler
equations, with energy spectrum E!k" # ck2. Our new
results (see Fig. 1) show that a time-dependent statistical
equilibrium appears long before the system reaches its
stationary state. Indeed, the early appearance of a k2
zone is the key factor in the relaxation of the system
towards the absolute equilibrium: as time increases, more
and more modes gather into a time-dependent statistical
equilibrium, which itself tends towards an absolute
equilibrium.
Since the total energy E is constant, the energy dissi-
pated from large scales into the time-dependent statistical
equilibrium is given by
Eth!t" #
X
kth!t"<k
E!k; t": (4)
The time evolutions of kth and Eth are presented in Fig. 2.
The figure clearly displays the long transient during which,
for all resolutions, kth decreases and Eth increases with
time. Note that, at all times, kth increases and Eth decreases
with the resolution.
Since the energy of the time-dependent equilibrium
increases with time, the modes outside the equilibrium
lose energy. The presence of a time-dependent equilibrium
thus induces an effective dissipation on the lower k modes.
We now estimate the characteristic time of effective
dissipation !!kd" of modes kd close to kth!t" by assuming
time-scale separation and studying, at each time t, the
relaxation towards the time-independent absolute equilib-
rium characterized by Eth!t" and kmax. The existence of a
fluctuation dissipation theorem (FDT) [13,14] ensures than
dissipation around the equilibrium has the same character-
istic time scale as the equilibrium correlation functions
hv^"!k; t"v^#!k0; 0"i [brackets denote equilibrium statistical
averaging over initial conditions v^#!k0; 0"]. Defining this
time scale !C as the parabolic decorrelation time
!2C@tthv^"!k; t"v^#!k0; 0"ijt#0 # hv^"!k; 0"v^#!k0; 0"i; (5)
time translation invariance allows one to express the
second-order time derivative as $h@tv^"!k; t" %
@t0 v^#!k0; t0"ijt#t0#0. Using expression (1) for the time de-
rivatives reduces the evaluation of !C to that of an equal-
time fourth-order moment of a Gaussian field with corre-
lation hv^"!k; t"v^#!$k; t"i # AP"#!k" [5] where A #
Eth=!2kmax"3. The only nonvanishing contribution is a
one loop graph [8,15]. The correlation time !C associated
with wave number k is found in this way [14] to obey the
simple scaling law
!C # Ck !!!!!!Ethp ; (6)
where C # 1:433 82 is a constant of order unity. The time
scale !C is the eddy turnover time at wave number kth.
Because of Kolmogorov (K41) behavior (see below) the
evolution of Eth is governed by the large-eddy turnover
time. The assumption of time-scale separation made above
is thus consistent.
This strongly suggests the introduction of an effective
generalized Navier-Stokes model for the dissipative dy-
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FIG. 2 (color online). Time evolution of kth (left vertical axis)
and Eth (right vertical axis) at resolutions 2563 (circle &), 5123
(triangle 4), 10243 (cross %), and 16003 (cross +).
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FIG. 1 (color online). Energy spectra. Top: resolution 16003 at
t # !6:5; 8; 10; 14" (!, +, &, *); bottom: resolutions 2563 (circle
&), 5123 (triangle 4), 10243 (cross %), and 16003 (cross +) at
t # 8. The dashed lines indicate k$5=3 and k2 scalings.
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namics of modes k close to kth!t". To wit, we make the
ansatz "!k; t" # !jkjE!k; t", where ! # !!!!!!Ethp =C and
"!k; t" # $@E!k; t"=@t is the spectral density of energy
dissipation
"!t" # dEth!t"
dt
: (7)
Assuming that this dissipation takes place in a range of
width "kd around kd, we estimate the total dissipation "%
!kdE!kd""kd. This, together with E!kd" % k2dEth=k3max
yields the relation
kd %
"
"
E3=2th
#
1=4
k3=4max: (8)
The consistency of this estimation of effective dissipation
with the results displayed in Fig. 2 requires that kd % kth.
The ratio kth=kd is displayed in Fig. 3. It is seen to be of
order unity and is reasonably constant in time and resolu-
tion independent (at least for N > 256).
Thus the small-scale modes between kth and kmax act as a
fictitious thermostat providing, via the FDT, an effective
viscosity to the large-scale modes with wave numbers
below kth. Note that spontaneous equilibration happening
in conservative isolated systems, such as the one studied in
this Letter, should not be confused with equilibration re-
sulting from interaction with the thermalized degrees of
freedom of the molecules constituting a physical fluid.
Indeed, the reversible dynamics of the isolated system (1)
spontaneously generates both the wave number at which
the fictitious thermostat begins and its temperature.
The previous results indicate scale separation between
conservative large-scale and dissipative small-scale dy-
namics. Furthermore, the scale separation increases with
resolution. This strongly suggests that large-scale behavior
may be identical to that of high-Reynolds number standard
Navier-Stokes equations, which is known [8] to obey (at
least approximately) K41 scaling.
The energy dissipation rate (7) shown on Fig. 4 (top, left
axis) is in good agreement with the corresponding data for
the Navier-Stokes Taylor-Green flow (see Ref. [11], Fig. 7,
and Ref. [8], Fig. 5.12). Both the time for maximum energy
dissipation tmax ’ 8 and the value of the dissipation rate at
that time "!tmax" ’ 1:5& 10$2 are in quantitative agree-
ment. Furthermore, the long-time quasilinear behavior of
"$1=3 (shown on the right axis) is compatible with K41
self-similar decay "!t" % L20t$3.
A confirmation for K41 behavior around tmax is dis-
played in Fig. 4 (bottom). The value of the inertial-range
exponent n, obtained by low-k least squares fits of the
logarithm of the energy spectrum to the function c$
n log!k", is close to 5=3 (horizontal dashed line) when t ’
tmax. The $5=3 exponent is also shown as the left dashed
line on the bottom of Fig. 1, where the dissipative effects
can be traced back to the energy spectrum decreasing faster
than k$5=3 at intermediate wave numbers.
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FIG. 3 (color online). Time evolution of the ratio kth=kd at
resolutions 2563 (circle '), 5123 (triangle 4), 10243 (cross &),
and 16003 (cross +).
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The mixed K41-absolute equilibrium spectra have al-
ready been discussed in the wave turbulence literature
(e.g., [16]) and have more recently been studied in con-
nection with the Leith model of hydrodynamic turbulence
[17]. In this context, small-scale thermalization may have
some bearing on the so-called bottleneck problem if the
dissipation wave number approaches kmax.
Note that the dynamics of spectrally truncated time-
reversible nonlinear equations has also been investigated
in the special cases of 1D Burgers-Hopf models [18] and
2D quasigeostrophic flows [19]. A central point in these
studies was the nature of the statistical equilibrium that is
achieved at large times. Several equilibria are a priori
possible because both (truncated) 1D Burgers-Hopf and
2D quasigeostrophic flow models admit, besides the en-
ergy, a number of additional conserved quantities. The 3D
Euler case is of a different nature because (except for
helicity that identically vanishes for the flows considered
here) there is no known additional conserved quantity [8]
and the equilibrium is thus unique. The central problem in
truncated 3D Eulerian dynamics is therefore the mecha-
nism of relaxation towards equilibrium, as studied in this
Letter.
In summary, our main result is that the spectrally trun-
cated Euler equation has long-lasting transients behaving
just like those of the dissipative Navier-Stokes equation.
The small-scale thermalized modes act as a fictitious mi-
croworld providing an effective viscosity to the large-scale
modes. These dissipative effects were estimated using a
new exact result based on fluctuation dissipation relations.
Furthermore, the solutions of the truncated Euler equations
were shown to obey, at least approximately, K41 scaling. In
this context, the spectrally truncated Euler equations ap-
pear as a minimal model of turbulence.
We acknowledge discussions with D. Bonn, U. Frisch,
and Y. Pomeau. The computations were carried out on the
NEC-SX5 computer of the Institut du De´veloppement et
des Ressources en Informatique Scientifique (IDRIS) of
the Centre National pour la Recherche Scientifique
(CNRS).
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.
Re´sume´
Dans ce travail de the`se, de nature the´orique, nous inte´grons nume´riquement
l’e´quation d’Euler par des me´thodes pseudo-spectrales qui conservent exactement
l’e´nergie, ce qui permet usuellement d’e´tudier la dynamique des singularite´s com-
plexes. L’e´tude de l’e´coulement de Kida-Pelz nous a permis de mettre en e´vidence
des interfe´rences de singularite´s et d’e´tendre les me´thodes d’analyse usuelles. Sorti
de l’approximation d’un e´coulement continu, la solution du syste`me d’e´quations
diffe´rentielles ordinaires tend vers un e´quilibre statistique, connu sous le nom
d’e´quilibre absolu.
Nous avons e´tudie´ la relaxation du syste`me vers l’e´quilibre absolu, exhibant une
se´paration spontane´e d’e´chelles due a` une thermalisation progessive de l’e´coulement
et ayant un effet pseudo-dissipatif sur les grandes e´chelles. L’e´tude analytique et
nume´rique des temps propres de ces e´quilibres conduit a` les caracte´riser par une
loi d’e´chelle : celle-ci permet une estimation dissipative de la se´paration spontane´e
d’e´chelle apparaissant lors de la relaxation, gra`ce a` un the´ore`me de Fluctuation-
Dissipation. Enfin, on montre que le comportement des grandes e´chelles est compa-
tible avec une turbulence a` la Kolmogorov.
Mots-cle´s : E´quation d’Euler – Singularite´ – Troncature spectrale – E´quilibre ab-
solu – Fluctuation-Dissipation – Se´paration d’e´chelles – Relaxation – Turbulence
Abstract
This theoretical work presents numerical simulations of Euler equation by spectral
methods that conserves energy and usually enables to study complex singularities
dynamic. The study of Kida-Pelz flow enables to point out interferences of complex
singularities and to extend usual analysis methods. Approximation of a continuous
flow by ordinary differential equations leads to a validity limit of temporal integra-
tion. Beyond, the system converges to a statistical equilibrium, known as absolute
equilibrium.
The study of relaxation to absolute equilibrium shows a spontaneous scale separation
due to a progressive thermalisation of the flow, and a pseudo-dissipative effect on
large scales. Studying characteric time-scales of equilibrium, analytically and by
Monte-Carlo simulations, leads to a scale law. A Fluctuation-Dissipation relation
enables a dissipative estimation of the scale separation. The behavior of large scales
is finally compatible with a Kolmogorov Turbulence.
Key-words : Euler equation – Singularity – Spectral truncation – Absolute equili-
brium – Fluctuation-Dissipation – Scales separation – Relaxation – Turbulence
